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1. B　 【命题点】集合的基本运算

【解析】由 | x-1 | ≤1,得-1≤x-1≤1,解得 0≤x≤2,所以 B=

{x | 0≤x≤2},所以 A∩B= {1,2},故选 B.

快解 因为 4∉B,所以 4∉A∩B,故排除 C,D;因为-1∉

B,所以-1∉A∩B,故排除 A. 故选 B.

2. D　 【命题点】复数的乘法运算

【解析】(2+2i)(1-2i)= 2-4i+2i+4 = 6-2i,故选 D.

3. D　 【命题点】等差数列的性质、斜率与倾斜角在数学文化中

的应用

【解析】如图,连接 OA,延长 AA1 与 x 轴交于点 A2 ,则 OA2 =

4OD1 . 因为 k1 ,k2 ,k3 成公差为 0. 1 的等差数列,所以k1 = k3 -

0. 2,k2 =k3 -0. 1,所以 CC1 =DC1(k3 -0. 2),BB1 =CB1( k3 -0. 1),

AA1 = k3BA1 ,即 CC1 =OD1(k3 -0. 2),BB1 =OD1( k3 -0. 1),AA1 =
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

k3OD1(关键:利用等差数列的性质,将各条线段用 k3 和 OD1 表
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
示出来)
􀪍􀪍􀪍

.又
DD1

OD1

=0. 5,所以 DD1 = 0. 5OD1 ,所以 AA2 = 0. 5OD1 +

OD1(k3 -0. 2) +OD1( k3 - 0. 1) +k3OD1 = OD1(3k3 + 0. 2) . 所以

tan∠AOA2 =
AA2

OA2

=
OD1(3k3 +0. 2)

4OD1

= 0. 725,解得 k3 = 0. 9,故

选 D.

快解 如图,连接 OA,延长 AA1 与 x 轴交于点 A2 . 设

OD1 =DC1 =CB1 = BA1 = 1,则 CC1 = k1,BB1 = k2,AA1 = k3 . 因

为 k1,k2,k3 成公差为 0. 1 的等差数列,所以 CC1 = k1 = k3 -

0. 2,BB1 = k2 = k3 -0. 1. 又
DD1

OD1

= 0. 5,所以 DD1 = 0 . 5,所以

tan∠AOA2 =
AA2

OA2

=
DD1 +CC1 +BB1 +AA1

OD1 +DC1 +CB1 +BA1

= 0. 725,解 得 k3 =

0. 9,故选 D.

4. C　 【命题点】平面向量运算的坐标表示、平面向量的夹角

【解析】由题意,得 c=a+tb= (3+t,4),所以 a·c= 25+3t,b·

c = 3 + t. 因为〈a,c〉 =〈b,c〉,所以 cos〈a,c〉 =cos〈b,c〉, 所 以

a·c
|a | |c |

= b·c
|b | |c |

,所以
a·c
|a |

=b·c
|b |

,即
25+3t

5
=3+t,解得 t=5,故选C.

快解 设 OA→=a,OB→=b,OC→= c,

由〈a,c〉 =〈b,c〉,得点 C 在∠AOB 平分线所在的直线上.

所以
a

| a |
+ b

| b |
与 c 共线,即 c=λ

a
| a |

+ b
| b |( ) (λ 为常数),

又 c=a+tb,所以 t=
| a |
| b |

= 5. 故选 C.



5. B　 【命题点】排列组合、分步乘法计数原理

【解析】先将丙和丁捆在一起有 A2
2 种排列方式( 提示:对于

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
元素相邻的排列问题选用“捆绑法”)
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

,然后将其与乙、戊排列

有 A3
3 种排列方式,最后将甲插入中间两空中的一个,有 C1

2

种排列方式,则由分步乘法计数原理得不同的排列方式共有

A2
2 A3

3 C1
2 = 24(种),故选 B.

6. C　 【命题点】两角和与差的正弦、余弦公式,同角三角函数

的基本关系

【解析】由已知等式,得 sin
 

αcos
 

β+ sin
 

βcos
 

α+ cos
 

αcos
 

β-

sin
 

αsin
 

β= 2 2 × 2
2

(cos
 

α-sin
 

α) sin
 

β,整理得 sin
 

αcos
 

β-

sin
 

βcos
 

α+cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β= 0,即 sin(α-β) +cos(α-β)=

0,所以tan(α-β)= -1,故选 C.

一题多解 (特殊值法)令 β = 0,则由已知等式,得 sin
 

α+

cos
 

α = 0,取 α = 3π
4

,得 tan( α-β) = tan( α+β) = - 1,故排

除 A,B;令 α= 0,则由已知等式,得 sin
 

β+cos
 

β= 2sin
 

β,即

sin
 

β= cos
 

β,取 β= π
4
,则 tan(α-β)= -1,tan(α+ β)= 1,故

排除 D. 故选 C.

7. A　 【命题点】正棱台外接球的表面积

【解析】由题意,得正三棱台上、下底面的外接圆的半径分别

为
2
3

× 3
2

×3 3 = 3,
2
3

× 3
2

×4 3 = 4. 设该正三棱台上、下底

面的外接圆的圆心分别为 O1 ,O2 ,外接球的半径为 R,球心为

O,则 O1O2 = 1,球心 O 在直线 O1O2 上. 由于球心位置不能确

定,需分球心在线段 O1O2 上和不在线段 O1O2 上两种情况讨

论. 当球心在线段 O1O2 上时,R2 = 32 +OO2
1 = 42 +(1-OO1 ) 2 ,

解得 OO1 = 4>1,不符合题意;当球心不在线段 O1O2 上,即球

心在线段 O1O2 的延长线上时,R2 = 42 +OO2
2 = 32 +(1+OO2 ) 2 ,

解得 OO2 = 3,所以 R2 = 25. 综上,球 O 的表面积为 4πR2 =

100π,故选 A.

8. A　

思路导引

【命题点】抽象函数的周期性

【解 析 】 在 f ( x + y ) + f ( x - y ) = f(x)· f(y)中,

令 y= 1,得 f(x+1) +f(x-1)= f(x) f(1),所以f(x+1)+f(x-1)=

f(x)①,所以 f(x+2) +f(x)= f(x+1)②. 由①②相加,整理得

f(x+2) +f( x- 1) = 0,所以 f( x+ 3) + f(x)= 0,即 f(x+ 3) =

-f(x),所以 f(x+6) = -f(x+3)= f(x),所以函数 f(x)的一个周



期为 6.在 f(x+y) +f(x-y) = f( x) f( y) 中,令 y= 0,得 f( x) +

f(x)= f(x) f(0),所以 f(0)= 2. 令 x = 1,y = 1,得 f(2)+f(0)=

f(1)f(1),所以f(2)= -1.由f(x+3)= -f(x),得 f(3)= -f(0)= -2,

f(4)= -f(1)= -1, f(5)= -f(2)= 1, f(6)= -f(3)= 2,所以 f(1) +

f(2)+…+f(6)= 1-1- 2-1+1+2= 0. 所以 ∑
22

k = 1
f( k) = 3[ f(1) +

f(2) +…+f(6)] +f(1) + f(2) + f(3) + f(4)= 3× 0+ 1- 1-2- 1 =

-3,故选 A.

9. AD　 【命题点】正弦型三角函数的图像与性质

【解析】因为函数 f(x)的图像关于点
2π
3

,0( ) 中心对称,所以

sin 2×2π
3

+φ( ) = 0,则
4π
3

+φ = kπ ( k∈Z),结合 0 <φ < π,得

φ= 2π
3

,所以 f(x)= sin 2x+2π
3( ) .

对于 A,
 

由 2kπ+ π
2

≤2x+2π
3

≤2kπ+3π
2

( k∈Z),得 kπ- π
12

≤

x≤kπ+5π
12

(k∈Z),当 k= 0 时,- π
12

≤x≤
5π
12

. 因为 0,
5π
12( ) ⊆

- π
12

,
5π
12[ ] ,所以函数 f( x) 在区间 0,

5π
12( ) 单调递减,故 A

正确.

对于B,
 

由2x+2π
3

=kπ+ π
2

(k∈Z),得 x=kπ
2

- π
12

(k∈Z),当 k=0

时,x=- π
12

;当 k=1 时,x= 5π
12

;当 k=2 时,x= 11π
12

,所以函数 f(x)

在区间 - π
12

,
11π
12( ) 只有一个极值点,故 B不正确.

对于 C,由选项 B 的分析知,函数 f( x)图像的对称轴方程为

x= kπ
2

- π
12

(k∈Z),而方程
kπ
2

- π
12

= 7π
6

( k∈Z)无解,故 C 不

正确.

( 另解:因为 f
7π
6( ) = sin

 

2×7π
6

+2π
3( ) = sin

 

3π = 0,所以直线

x= 7π
6

不是曲线 y= f(x)的对称轴,故 C 不正确 )

对于 D,f ′(x) = 2cos 2x+2π
3( ) ,若直线 y = 3

2
-x 为曲线 y =

f(x)的切线,则由 2cos 2x+2π
3( ) = - 1 得 2x + 2π

3
= 2kπ + 2π

3

(k∈Z)或 2x+2π
3

= 2kπ+4π
3

(k∈Z),所以 x= kπ(k∈Z)或 x=

kπ+ π
3

(k∈Z) . 当 x= kπ(k∈Z)时,f(x)= 3
2

,则由
3
2

= 3
2

-

kπ(k∈Z),解得 k= 0;当 x= kπ+ π
3

(k∈Z)时,f(x)= - 3
2

,方

程- 3
2

= 3
2

-kπ- π
3

(k∈Z)无解.综上所述,直线 y= 3
2

-x 为曲

线 y= f(x)的切线,故 D正确.故选 AD.

10. ACD　 【命题点】抛物线的性质、余弦定理、直线与抛物线的



位置关系

【解析】对于 A,因为 | AF | = | AM | ,且 M( p,0),F
p
2

,0( ) ,所

以 xA =
xF+xM

2
= 3

4
p,代入抛物线方程 y2 = 2px(p>0),解得

yA = 6
2
p,所以A 3

4
p,

6
2
p( ) ,所以 kAB = kAF =

6
2
p-0

3
4
p- p

2

= 2 6 ,

故 A 正确;

对于 B,由选项 A 的分析,知直线 AB 的方程为 y = 2 6 ( x-

p
2 ) ,代入 y2 = 2px,得 12x2 - 13px+ 3p2 = 0,解得 x = 3

4
p 或

x= 1
3

p, 所以 xB = 1
3

p, 所以 yB = - 6
3

p, 所以 | OB | =

x2
B+y2

B = 7
3
p≠

p
2

= |OF | ,故 B 不正确;

对于 C,由抛物线的定义及选项 B 的分析,得 | AB | = xA +xB+
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

p= 25
12

p>2p(提示:关于直线 AB 被抛物线 y2 = 2px( p>0)截

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
得的弦长问题,要注意直线是否过抛物线的焦点,若过抛物线􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
的焦点,可直接使用公式 | AB | = xA +xB +p)
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

,即 | AB | > 4 | OF | ,

故 C 正确;

对于 D,因为 |OA | = 33
4

p, | AM | = 5
4
p, |OB | = 7

3
p, |BM | =

10
3

p, 所 以 由 余 弦 定 理, 得 cos ∠OAM =

|OA | 2 + | AM | 2 - |OM | 2

2 |OA | · | AM |
=

33
16

p2 + 25
16

p2 -p2

2× 33
4

p× 5
4
p

= 21
5 33

> 0,

cos∠OBM= |OB | 2 + |BM | 2 - |OM | 2

2 |OB | · |BM |
=

7
9
p2 + 10

9
p2 -p2

2× 7
3
p× 10

3
p

= 4
70

>

0,所以∠OAM<90°,∠OBM<90°(易错:注意角的取值范围􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍),所

以∠OAM+∠OBM<180°,故 D 正确.故选 ACD.

11. CD　 【命题点】三棱锥的体积、线

面垂直的判定和性质

【解析】如图,连接 BD 交 AC 于 O,

连接 OE,OF. 设AB=ED = 2FB = 2,

则 AB=BC=CD=AD= 2. 由 ED⊥平

面 ABCD,FB∥ED,得 FB⊥平面 ABCD,所以 V1 = VE-ACD =
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

1
3
S△ACD·ED= 1

3
·

1
2
AD·CD·ED = 1

3
× 1

2
× 2×2×2= 4

3
,

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
V2 =VF-ABC = 1

3
S△ABC·FB= 1

3
·

1
2
AB·BC·FB= 1

3
× 1

2
×2×

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
2×1 = 2

3
(关键:求棱锥体积的关键是确定高,常常结合直线

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍



与平面的位置关系确定􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍 ) . ED ⊥ 平面 ABCD, AC ⊂ 平面

ABCD,所以 ED⊥AC. 又AC⊥BD,且 ED∩BD =D,ED,BD⊂

平面 BDEF,所以AC⊥平面 BDEF. 又OF⊂平面 BDEF,所以

AC⊥OF. 易知 BD = 2 2 ,OB = OD = 2 ,OF= OB2 +FB2 =

3 , OE = OD2 +ED2 = 6 , EF = BD2 +(ED-FB) 2 =

(2 2 )
2 +(2-1) 2 = 3,所以 EF2 = OE2 + OF2 ,所以 OF⊥

OE,而 OE∩AC=O,OE,AC⊂平面 ACE,所以 OF⊥平面 ACE.

又 AC=AE =CE = 2 2,所以 V3 =VF-ACE = 1
3
S△ACE ·OF= 1

3
·

3
4
AC2·OF= 1

3
× 3

4
×(2 2)

2 × 3 = 2,所以有 V3 ≠2V2 ,V3 ≠

V1 ,V3 =V1 +V2 ,2V3 = 3V1 ,所以选项 A,B 不正确,选项 C,D

正确,故选 CD.

12. BC

思路导引 对于 A,B:由条件,得 (x+y) 2 - 3xy = 1,将

xy= (x+y) 2

4
-(x-y) 2

4
代入

　
→1 = (x+y) 2

4
+ 3(x-y) 2

4 →利

用放缩法可求得 x+y 的范围;

对于 C:由条件,得 x2 +y2 -1 = xy →利用基本不等式求解

即可;

对于 D:取特殊值验证即可.

【命题点】不等式的性质、基本不等式

【解析】对于 A,B:由 x2 +y2 -xy = 1,得(x+y) 2 - 3xy = 1,而

xy= (x+y) 2

4
-(x-y) 2

4
,所以(x+y) 2 - 3 [ (x+y) 2

4
-(x-y) 2

4 ] =

1,即 1 = (x+y) 2

4
+3(x-y) 2

4
≥

(x+y) 2

4
,所以-2≤x+y≤2,所以

A 不正确,B 正确;

对于 C,D:由 x2 +y2 -xy = 1,得 x2 +y2 -1 = xy≤
x2 +y2

2
,当且仅

当 x= y 时等号成立,所以 x2 +y2 ≤2,所以 C 正确;当 x= 3
3

,

y= - 3
3

时,x2 +y2 <1,所以 D 不正确.故选 BC.

一题多解 当 x= 1,y= 0 时,x,y 满足 x2 +y2 -xy= 1.

设 A(1,0),P(x,y)为曲线 C:x2 +y2 -xy= 1 上的点.

又点 O(0,0)不在曲线 C 上,设∠AOP=
 

θ,θ∈[0,
 

2π),r =

|OP | = x2 +y2 ,则 x= rcos
 

θ,y= rsin
 

θ,

则曲线 C 的方程可化为( rcos
 

θ
 

) 2 +( rsin
 

θ
 

) 2 -( rcos
 

θ
 

)·

( rsin
 

θ
 

)= 1,即 r2 1- 1
2

sin
 

2θ( ) = 1,

所以 r2 = 1

1- 1
2

sin
 

2θ
∈

2
3
,2[ ] ,即 x2 +y2 ∈

2
3
,2[ ] .



所以 r∈ 6
3
, 2é

ë
êê

ù

û
úú ,所以 x+y = r(cos

 

θ+sin
 

θ
 

)= 2 rsin ( θ+

π
4 ) ∈[-2,2].

所以 A 不正确,B 正确,C 正确,D 不正确,故选 BC.

方法速记
双配方的应用,常有两种形式:xy = (x+y)2

4
-

(x-y) 2

4
与 x2 +y2 = (x+y) 2

2
+(x

-y) 2

2
.

学霸解题·技巧　 北京大学　 张充

由基本不等式 x2 +y2 ≥2xy(当且仅当 x = y 时等号成立),得

x2 +y2 -xy= 1≥xy,即 xy≤1.

则(x+y) 2 = x2 +y2 +2xy= 1+3xy≤4,

所以-2≤x+y≤2,A 错误,B 正确.

x2 +y2 = 1+xy≤2,C 正确.

当 x= 3
3
,y= - 3

3
时,x2 +y2 = 1+xy<1,D 错误.

故选 BC.

13. 0. 14　 【命题点】正态曲线的对称性

【解析】 因为 X ~ N ( 2,σ2 ), 所以 P ( X > 2) = 0. 5, 所以

P(X>2. 5)= P(X>2)-P(2<X≤2. 5)= 0. 5-0. 36=0. 14.

14. y= 1
e
x　 y= - 1

e
x　 【命题点】导数的几何意义

【解析】当 x>0 时,y= ln
 

x,设切点为(x0 ,y0 ),x0 >0,则由 y′=

1
x

,得切线斜率 k= 1
x0

. 又切线的斜率为
y0

x0
,所以

1
x0

=
y0

x0
,解

得y0 = 1,代入 y= ln
 

x,得 x0 = e. 所以 k= 1
e

,所以切线方程为

y= 1
e
x. 同理可求得当 x<0 时的切线方程为 y= - 1

e
x. 综上,

两条切线方程分别为 y= 1
e
x,y= - 1

e
x.

关键点拨 利用导数的几何意义求切线方程时,首先要

分清楚是求在曲线上某点处的切线还是过某点的切线,不

明确切点时,通常要设出切点,结合方程思想进行求解.

15.
1
3

,
3
2[ ] 　 【命题点】直线与圆的位置关系、点到直线的距

离公式

【解析】 由题意知点 A( -2,3) 关于直线 y = a 的对称点为􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
A′( -2,2a-3)(提示:点( x0,y0)关于直线 y = a 的对称点为
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
(x0,2a-y0))
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

,所以 kA′B = 3-a
2

,所以直线 A′B 的方程为 y=

3-a
2

x+a,即(3-a)x-2y+2a= 0. 由题意知圆(x+3)2 +(y+2)2 = 1

的圆心为(-3,-2),半径为 1,又直线(3-a)x-2y+2a = 0 与圆



(x+3) 2 +(y+2) 2 = 1 有公共点,所以圆心到直线 A′B 的距离

d= | -3(3-a) +2×2+2a |
(3-a) 2 +( -2) 2

≤1(易错:
 

公共点个数可能是 1 或

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
2,易漏“ =”)􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍,整理得 6a2 - 11a+ 3≤0,解得

1
3

≤a≤
3
2

,所

以实数 a 的取值范围是
1
3

,
3
2[ ] .

一题多解 因为直线 AB 关于直线 y = a 对称的直线也

与直线 AB 关于 y 轴对称,圆( x+3) 2 +( y+2) 2 = 1 关于 y 轴

对称的圆的方程为(x-3) 2 +(y+2) 2 = 1,由题意知该圆与直

线 AB 有公共点.直线 AB 的方程为 y=a
-3
2

x+a,即(a-3)x-2y+

2a= 0. 又圆(x-3) 2 +(y+2) 2 = 1 的圆心为(3,- 2),半径为

1,所以圆心到直线 AB 的距离 d = | 3(a-3)+2×2+2a |
(a-3) 2 +(-2) 2

≤1,

整理得 6a2 -11a+3≤0,解得
1
3

≤a≤
3
2
,所以实数 a 的取

值范围是
1
3
,

3
2[ ] .

16. x+ 2 y-2 2 = 0　

思路导引
设直线 l 的方程为

x
m

+ y
n

= 1,A( x1, y1 ),

B(x2,y2) → 点 M, N 的 坐 标
线段 AB,MN 中点相同

→

x1+x2 =m,

y1 +y2 =n{
M,N,A,B
四点共线

→
y1 -y2

x1 -x2

= - n
m

 点差法
→m,n 的等量关系

|MN | = 2 3 ,
勾股定理

→m,n 的值 →直线 l 的方程.

【命题点】直线与椭圆的位置关系、直线的方程

【解析】 设直线 l 的方程为
x
m

+ y
n

= 1, 则点 M ( m, 0),

N(0,n)(m>0,n>0) . 设 A(x1 ,y1 ),B( x2 ,y2 ) ( x1 ,x2 >0,x1 ≠

x2 ) . 由题意知线段 AB 与线段 MN 有相同的中点,所以

x1 +x2

2
=m+0

2
,

y1 +y2

2
= 0+n

2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即
x1 +x2 =m,

y1 +y2 =n.{ 又因为 kAB = kMN(提示:四点共
􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍

线)
􀪍

,所以
y1 -y2

x1 -x2

= 0-n
m-0

= - n
m
. 将点 A( x1 ,y1 ),B( x2 ,y2 )的坐

标 代 入 椭 圆 方 程, 得

x2
1

6
+
y2

1

3
= 1,

x2
2

6
+
y2

2

3
= 1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

两 式 相 减, 得

(x1 +x2)(x1 -x2)
6

+
(y1 +y2)(y1 -y2)

3
= 0,整理得

y1 +y2

x1 +x2
·

y1 -y2

x1 -x2

=

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
- 1

2
(方法:直线与圆锥曲线相交,涉及弦中点时,常利用点

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍



差法)􀪍􀪍,则
n
m

· - n
m( ) = - 1

2
,则 m2 = 2n2 ①. 又 |MN | = 2 3 ,

所以由勾股定理,得 m2 +n2 = 12②. 联立①②,结合 m>0,n>

0,解得
m= 2 2 ,

n= 2,{ 所以直线 l 的方程为
x

2 2
+ y

2
= 1,即 x+

2 y-2 2 = 0.

一题多解 由已知可设直线 l 的方程为 y = kx+b,其中

k<0,b>0. 故 xM = - b
k
,yN = b. 联立 y = kx+b 和

x2

6
+ y2

3
= 1,化

简可得(1 + 2k2 ) x2 + 4kbx + 2b2 - 6 = 0,故 xA + xB = - 4kb
1+2k2 .

由 |MA | = | NB | 可知,xM -

xA = xB,故 xA + xB = xM,即

4kb
1+2k2 = b

k
,解得 k = - 2

2
.

又由 |MN | =2 3可得 x2
M+y2

N = 12,故 b2 = 12k2

1+k2 = 4,于是 b= 2. 所

以 l 的方程为 y=- 2
2
x+2,即 x+ 2 y-2 2 = 0.

方法速记
若 AB 是椭圆

x2

a2
 + y2

b2 = 1(a>b> 0)的不垂直

于对称轴的弦,P 为 AB 的中点,O 为坐标原点,则 kOP ·

kAB = - b2

a2 .

17. 【命题点】等差数列与等比数列的通项公式

(1)【证明】设等差数列{an}的公差为 d,等比数列{bn}的公

比为 q,则由 a2 -b2 = a3 -b3 ,得 a3 -a2 = b3 -b2 ,即 d = b1q2 -

b1q= 2b1 ①. 2 分………………………………………………

又由 a2 -b2 = b4 -a4 ,得 a4 +a2 = b4 +b2 ,即 2a1 +4d = b1q3 +b1q =

10b1
 ②. 4 分…………………………………………………

将①代入②,得 2a1 +8b1 = 10b1 ,即 a1 = b1 . 5 分……………

(2)【解】由(1)可得 am = a1 +(m-1) d = b1 +(m- 1) ·2b1 =

2mb1 -b1 . 6 分………………………………………………

又 bk = b1qk-1 = b1 ·2k-1 ,

则由 bk = am +a1 ,得 b1 ·2k-1 = 2mb1 -b1 +a1 = 2mb1 -b1 +b1 =

2mb1 ,即 2k-1 = 2m,所以 2k-2 =m. 8 分………………………

由 1≤2k-2 ≤500,得 0≤k-2<9,即 2≤k<11.

因为 k∈N∗ ,所以 k= 2,3,4,5,6,7,8,9,10,

所以集合{k | bk =am+a1 ,1≤m≤500}中元素的个数为 9.

　 10 分………………………………………………………

18. 【命题点】正弦、余弦定理,三角形面积公式

【解】(1)由题意,得 S1 = 3
4
a2 ,S2 = 3

4
b2 ,S3 = 3

4
c2 .

由 S1 -S2 +S3 = 3
2

,得
3
4
a2 - 3

4
b2 + 3

4
c2 = 3

2
,



即 a2 +c2 -b2 = 2. 3 分…………………………………………

则由余弦定理,得 cos
 

B= a2 +c2 -b2

2ac
= 1
ac

>0.

又∵ sin
 

B= 1
3

,∴ cos
 

B= 2 2
3

,∴ ac= 3 2
4

, 5 分…………

∴ S△ABC = 1
2
acsin

 

B= 1
2

×3 2
4

× 1
3

= 2
8
. 6 分………………

(2)由正弦定理,得
a

sin
 

A
= c

sin
 

C
= b

sin
 

B
= 3b,

∴ sin
 

A= a
3b

,sin
 

C= c
3b

, 8 分………………………………

∴ sin
 

Asin
 

C= a
3b

·
c

3b
= ac

9b2 = 3 2
4

·
1

9b2 = 2
3

,解得 b= 1
2
.

　 12 分………………………………………………………

19. 【命题点】频率分布直方图、平均数、条件概率

【解】(1)估计该地区这种疾病患者的平均年龄为

0. 001×10×5+0. 002×10×15+0. 012×10×25+0. 017×10×35+

0. 023×10× 45+ 0. 020× 10× 55+ 0. 017× 10× 65+ 0. 006× 10×

75+0. 002×10×85 = 47. 9 岁. 4 分……………………………

(2)估计该地区一位这种疾病患者的年龄位于区间[ 20,

70)的概率 P= 0. 012×10+0. 017×10+0. 023×10+0. 020×10+

0. 017×10 = 0. 89. 8 分………………………………………

(3)设事件 A:此人患这种疾病,事件 B:此人年龄位于区间

[40,50),则由题意知 P ( AB) = 23% × 0. 1% = 0. 023% ,

P(B)= 16% ,

所以若此人年龄位于[40,50), 10 分………………………

则此人患这种疾病的概率 P(A |B) = P(AB)
P(B)

= 0. 023%
16%

≈

0. 001
 

4. 12 分………………………………………………

20. 【命题点】空间中直线与平面的位置关系、二面角、空间向量

的应用

(1)【证明】取 AB 的中点 D,连接 DP,DO,DE.

因为 PA=PB,所以 PD⊥AB.

因为 PO 为三棱锥 P-ABC 的高,所以 PO⊥平面 ABC.

因为 AB⊂平面 ABC,所以 PO⊥AB.

又因为 PO,PD⊂平面 POD,且 PO∩PD=P,

所以 AB⊥平面 POD. 2 分…………………………………

因为 OD⊂平面 POD,所以 AB⊥OD.

又因为 AB⊥AC,所以 OD∥AC.

因为 OD⊄平面 PAC,AC⊂平面 PAC,所以 OD∥平面 PAC.

因为 D,E 分别为 BA,BP 的中点,所以 DE∥PA.

因为 DE⊄平面 PAC,PA⊂平面 PAC,所以 DE∥平面 PAC.

又 OD,DE⊂平面 ODE,OD∩DE=D,

所以平面 ODE∥平面 PAC. 4 分……………………………

又 OE⊂平面 ODE,所以 OE∥平面 PAC. 5 分………………



(2)【解】连接 OA. 因为 PO⊥平面 ABC,OA,OB⊂平面 ABC,

所以 PO⊥OA,PO⊥OB. 又 PA=PB,

所以 OA=OB= PA2 -PO2 = 52 -32 = 4.

则在△AOB 中,∠OAB= ∠ABO= 30°,

所以 OD=OAsin
 

30° = 4× 1
2

= 2,

AB= 2AD= 2OAcos
 

30° = 2×4× 3
2

= 4 3 .

又因为∠ABC= ∠ABO+∠CBO= 60°,

所以在 Rt△ABC 中,AC=ABtan
 

60°=4 3× 3 =12. 7 分……

以 A 为坐标原点,AB,AC 所在直线分别为 x,y 轴,以过点 A

垂直于平面 ABC 的直线为 z 轴建立空间直角坐标系,如图,

则 A(0,0,0),B( 4 3 ,0,0),C( 0,12,0),P( 2 3 ,2,3),

E 3 3 ,1,
3
2( ) ,所以 AE→= 3 3 ,1,

3
2( ) ,AB→ = (4 3 ,0,0),

AC→= (0,12,0) .

设平面 AEC 的法向量为 n= (x1 ,y1 ,z1 ),则

n·AE→= 0,

n·AC→= 0,{ 即
3 3 x1 +y1 + 3

2
z1 = 0,

12y1 = 0,
{

令 z1 = 2 3 ,则 n= ( -1,0,2 3 ) .

设平面 AEB 的法向量为 m= (x2 ,y2 ,z2 ),则

m·AE→= 0,

m·AB→= 0,{ 即
3 3 x2 +y2 + 3

2
z2 = 0,

4 3 x2 = 0,

ì

î

í

ïï

ïï

令 z2 = 2,则 m= (0,-3,2) . 10 分……………………………

设二面角 C-AE-B 的平面角为 θ,

所以 | cos
 

θ | = | cos〈n,m〉 | = n·m
| n | |m |

= 4 3
13 × 13

= 4 3
13

,

所以 sin
 

θ= 1- 4 3
13( )

2

= 11
13

. 12 分……………………

21. 思路导引 (1)由题意得 c
双曲线的渐近线方程

→a,b 间的

关系
c2 =a2 +b2

→a,b 的值 →写出双曲线方程.

(2)设直线 PQ 的方程为 y = kx+n
代入双曲线方程

→根与系

数的关系 →设 M(xM,yM),结合直线 PM,QM 的方程求出

点 M 的轨迹方程.

选择 ① ② 作 条 件, 直 线 AB 的 方 程 为 y = k ( x - 2 )

联立一条渐近线方程
→求出点 A 的坐标,同理求出点 B 的坐



标 →利用中点坐标公式证得点 M 为线段 AB 的中点即可.

选择① ③作条件,当直线 AB 的斜率不存在时可推出矛

盾 →当直线 AB 的斜率存在时
　
→设直线 AB:y = m( x-

2) →同选①②求出点 A,B 的坐标
中点坐标公式

→点 M 的

坐标 →代入点 M 的轨迹方程证 k=m 即可.

选择②③作条件,同选①②求出点 A,B 的坐标
中点坐标公式

→

求出线段 AB 的中点 E(xE,yE)的坐标
|MA | = |MB |

→点 M 在

线段 AB 的垂直平分线上 →求出线段 AB 的垂直平分线

方程,与点 M 的轨迹方程联立
　
→证点 M,E 重合即可. 　

【命题点】双曲线的方程及几何性质、直线与双曲线的位置

关系

【解】(1)由题意得 c= 2　 ①.

∵ 双曲线的渐近线方程为 y=±
b
a
x=± 3x,∴

b
a

= 3　 ②.

又 c2 =a2 +b2 　 ③,联立①②③解得 a= 1,b= 3 ,

∴ 双曲线 C 的方程为 x2- y2

3
=1. 4 分………………………

(2)设直线 PQ 的方程为 y= kx+n,由点 P,Q 的相对位置可

知 k>0,且 k≠ 3 . 将直线 PQ 的方程代入 C 的方程得(3-

k2 )x2 -2knx-n2 -3 = 0,

则 Δ= 12(n2 +3-k2 ) >0,x1 +x2 = 2kn
3-k2 ,x1x2 = -n

2 +3
3-k2 . 又 x1 >x2 >

0,∴ k> 3 ,n<0,

则 x1 -x2 = (x1 +x2)2 -4x1x2 = 2 3(n2 +3-k2)
k2 -3

. 6 分…………

设点 M 的坐标为(xM,yM),则
yM -y1 = - 3 (xM -x1 ),

yM -y2 = 3 (xM -x2 ) .
{

两式相减,得 y1 -y2 = 2 3 xM - 3 (x1 +x2 ) .

又 y1 -y2 = (kx1 +n) -(kx2 +n)= k(x1 -x2 ),

∴ 2 3 xM = k(x1 -x2 ) + 3 (x1 +x2 ),

解得 xM = k n2 +3-k2 -kn
k2 -3

.

两式相加,得 2yM -(y1 +y2 )= 3 (x1 -x2 ) .

∵ y1 +y2 = (kx1 +n) +(kx2 +n)= k(x1 +x2 ) +2n,

∴ 2yM = k(x1 +x2 ) + 3 (x1 -x2 ) +2n,

解得 yM = 3 n2 +3-k2 -3n
k2 -3

= 3
k
xM,

因此,点 M 的轨迹方程为 y = 3
k
x( x>0),其中 k 为直线 PQ

的斜率. 8 分…………………………………………………

(求出点 M 的轨迹方程是求解问题的关键)



若选条件①②,则证明③:

由题知直线 AB 的方程为 y = k( x- 2),设 A( xA,yA ),B( xB,

yB),不妨取点 A 在第一象限,

则
yA = k(xA-2),

yA = 3 xA,{ 解得

xA = 2k
k- 3

,

yA = 2 3 k
k- 3

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

同理可得 xB = 2k
k+ 3

,yB =
-2 3 k
k+ 3

,

此时 xA+xB = 4k2

k2 -3
,yA+yB = 12k

k2 -3
. 10 分……………………

∵ 点 M 的坐标满足

yM = k(xM -2),

yM = 3
k
xM,

ì

î

í
ïï

ïï

解得

xM = 2k2

k2 -3
=
xA+xB

2
,

yM = 6k
k2 -3

=
yA+yB

2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

故 M 为线段 AB 的中点,即 |MA | = |MB | . 12 分……………

若选条件①③,则证明②:

当直线 AB 的斜率不存在时,点 M 即为点 F(2,0),此时 M

不在直线 y= 3
k
x 上,不符合题意.

(在设直线方程时,不要忽略对直线斜率不存在情况的讨论)

当直线 AB 的斜率存在时,设直线 AB 的方程为 y =m( x-2)

(m≠0,且 m≠± 3 ),A( xA,yA),B( xB,yB),不妨取点 A 在

第一象限,

则
yA =m(xA-2),

yA = 3 xA,{ 解得

xA = 2m
m- 3

,

yA = 2 3m
m- 3

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

同理可得 xB = 2m
m+ 3

,yB =
-2 3m
m+ 3

,

此时 xM =
xA+xB

2
= 2m2

m2 -3
,yM =

yA+yB

2
= 6m
m2 -3

, 10 分…………

由于点 M 同时在直线 y= 3
k
x 上,故 6m= 3

k
·2m2 ,

解得 k=m,因此 PQ∥AB. 12 分……………………………

若选条件②③,则证明①:

由题知直线 AB 的方程为 y= k(x-2),

设 A(xA,yA),B(xB,yB),不妨取点 A 在第一象限,

则
yA = k(xA-2),

yA = 3 xA,{ 解得

xA = 2k
k- 3

,

yA = 2 3 k
k- 3

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

同理可得 xB = 2k
k+ 3

,yB =
-2 3 k
k+ 3

,



设线段 AB 的中点为 E(xE,yE),则 xE =
xA+xB

2
= 2k2

k2 -3
,

yE =
yA+yB

2
= 6k
k2 -3

. 10 分………………………………………

∵ |MA | = |MB | ,∴ 点 M 在线段 AB 的垂直平分线上,

即点 M 在直线 y-yE = - 1
k

(x-xE)上.

将该直线方程与 y= 3
k
x 联立,解得

xM = 2k2

k2 -3
= xE,

yM = 6k
k2 -3

= yE,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即点M恰为线段 AB 的中点,故点M在 AB 上. 12 分………

22. 思路导引 (1)求出当 a = 1 时的函数解析式与导函数

f ′(x) →f ′(x)的正负区间 →求得函数的单调性;

(2)求出导函数 f′(x) →分 a≥1,a≤0,0<a≤
1
2
,

1
2

<a<1

讨论函数 f(x)的单调性 →根据 f(x) <- 1 求得 a 的取值

范围;

(3)结合(2)得 xe
x
2 <ex-1 →令 t = ex >1 →ln

 

t· t < t-1

→
 

ln
i+1
i

·
i+1
i

<
1
i
( i∈N∗)

　
→ln

i+1
i

<
1
i2 +i

　
→ i

分别取 1,2,…,n 并求和
　
→问题得证

【命题点】导数在研究函数的单调性、不等式中的应用

(1)【解】当 a= 1 时,f(x)= xex-ex,x∈R,则 f ′(x)= xex,

当 x>0 时,f ′(x) >0,当 x<0 时,f ′(x) <0,

∴ 函数 f(x)在(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增 .

　 4 分…………………………………………………………

(2)【解】函数 f(x)的定义域为 R,f ′(x)= (1+ax)eax-ex .

(导函数中含有参数,要根据参数对导函数取值符号的影

响分段讨论)

对于 x∈(0,+∞ ),当 a≥1 时,f ′( x) = (1+ax) eax -ex >eax -

ex≥ex-ex = 0,∴ f ′(x) >0,f(x)在(0,+∞ )上单调递增.

∵ f(0)= -1,∴ f(x) >-1,不满足题意.

当 a≤0 时,f ′(x)≤eax-ex≤1-ex<0 且等号不恒成立,

∴ f(x)在(0,+∞ )上单调递减.

∵ f(0)= -1,∴ f(x) <-1,满足题意.

当 0<a≤
1
2
时,f ′(x)≤ 1+ x

2( ) e
x
2 -ex = e

x
2 1+ x

2
-e

x
2( ) .

　 6 分…………………………………………………………

(当导函数的正负不能直接判断时,可考虑构造新函数,通

过研究新函数的单调性求出)

令 g(x)= 1+ x
2

-e
x
2 ,则 g′(x)= 1

2
- 1

2
e

x
2 <0,

∴ g(x)在(0,+∞ )上单调递减,

∴ g(x) <g(0)= 0,∴ f ′(x) = e
x
2 ·g( x) <0,f( x)在(0,+∞ )



上单调递减.

∵ f(0)= -1,∴ f(x) <-1,满足题意.

当
1
2

<a<1 时,f ′(x)= eax[1+ax-e(1-a)x] .

令 h(x)= 1+ax-e(1-a)x,

则 h′(x)= a+(a-1)e(1-a)x .

∵ h′(x)为减函数, 7 分………………………………………

又 h′(0)= 2a-1>0,x→+∞ ,h′(x) <0,

∴ ∃x0 ∈(0,+∞ ),使 h′(x0 )= 0,

(当导函数的零点存在,但不易求出时,可引入虚拟零点)

∴ 当 x∈(0,x0 )时,h′( x) > 0,h( x) 在( 0,x0 ) 上单调递增,

h(x) >h(0)= 0,∴ 当 x∈(0,x0 )时,f ′(x)= eax·h(x) >0,

f(x)在(0,x0 )上单调递增. ∵ f(0)= -1,∴ f( x) >-1,不满足

题意.

综上,a 的取值范围是 -∞ ,
1
2( ] . 8 分……………………

(3)【证明】由(2)知当 a = 1
2

,且 x∈(0,+∞ )时,f(x) <-1,

即 xe
x
2 -ex<-1,∴ xe

x
2 <ex-1.

令 t= ex>1,则 x= ln
 

t,∴ ln
 

t· t <t-1.

令 t=
i+1
i

>1,i∈N∗ ,

则 ln
i+1
i

i+1
i

<
i+1
i

-1 = 1
i

, 10 分…………………………

∴ ln
i+1
i

<
1
i

i
i+1

= 1
i( i+1)

= 1
i2 +i

,

∴ ∑
n

i = 1

1
i2 + i

>∑
n

i = 1
ln i + 1

i
=ln

2
1

+ln
3
2

+…+ln
n+1
n

=ln(n+1).

　 12 分………………………………………………………

(与正整数有关的不等式通常结合放缩法进行证明)

一题多解 (3)(数学归纳法):① 当 n = 1 时,左边 =

1
12 +1

= 2
2
,右边=ln

 

2,左边>右边,不等式成立. 9 分……

②假设当 n = k( k≥1,k∈N∗
 

)时不等式成立,即
1

12 +1
+

1
22 +2

+…+ 1
k2 +k

>ln(k+1);

当 n = k + 1 时, 左 边 = 1
12 +1

+ 1
22 +2

+ … + 1
k2 +k

+

1
(k+1) 2 +(k+1)

>ln( k+ 1) + 1
(k+1) 2 +(k+1)

,只需证明

ln ( k + 1 ) + 1
(k+1) 2 +(k+1)

> ln ( k + 2 ), 即 证

1
(k+1) 2 +(k+1)

>ln
k+2
k+1

. 10 分…………………………



由(2)知,当 a= 1
2
,且 x∈(0,+∞ )时,f( x) < - 1,即 xe

x
2 -

ex<-1,∴ xe
x
2 <ex-1.

令
k+1
k

=ex>1,k∈N∗,则 x=ln
k+1
k
,∴ ln

k+1
k
·

k+1
k

<
k+1
k

-1= 1
k
,

∴ ln
k+1
k

<
1
k
·

k
k+1

= 1
k(k+1)

= 1
k(k+1)

,

∴
1

(k+1) 2 +(k+1)
>ln

k+2
k+1

,即当 n= k+1 时,不等式成立.

由①②可知,对任意 n∈N∗,
1

12 +1
+ 1

22 +2
+…+ 1

n2 +n
>

ln(n+1) . 12 分………………………………………………


