
故 选 "#61237(
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0#&n-g 考查点 基本初等函数的导数

公式

【解析】 >4?!
数( ) 以#*，故 ，错误；

（"3查 "）以#3查 "%/，故 ,正确；

"%/
1"( ) 以#

1"（（"%/）1"

1&" #
（"
1"，故 .正确；

/
0
"0（"%/( ) 以#"& （/ %* #"& （/，故 -

正确#

故选 ,.-#

选#（/g考查点 基本初等函数的导数公式

【解析】因为 4（"）#
/
&
4以（（/）"&（&"%/，

所以 4以（ "） #4以（ （/ ） "（&， 得 到
4以（（/）#（4以（（/）（&，解得 4以（（/）#（/#

故#到ng考查点 求过一点的切线方程

【解析】令 4（"）#"0（"，则 4以（"）#0"&（/#

设切点坐标为（"*，"
0
* （"*），则切线方程

为 ｛（（"0
*（"*）#（0"&

* （/） （"（"*），将（/，

*）代入，整理得 &"0
* （0"

&
* %/ #&"0

* （&"
&
* （

"&
*%/ #*，即（"*（/）

&（ &"* %/）#*，解得

"* #/ 或 "* #（
/
&
#

当 "* #/ 时，切线方程为 &"（｛（&#*；当

"* #（
/
& 时，切线方程为 "%9｛（/#*#故

选 ，.#

%#&g考查点 已知直线垂直求参数

【解析】 函数 4（"） # 所
"

3查 （ &"），求导

得 4以（"）#（所
"& 3查（&"）%

所
"& ，

曲线 4（"） 在 "# /
& 处的切线斜率为

4以
/
&( ) # （ 所

/
&( )

& 3查 &@
/
&( ) %

所
/
&( )

& #9所，

又曲线4（"）在"#
/
& 处的切线与直线｛#

0"%( 垂直，

所以 0@9所#（/，解得 所#（
/
/&

#

故选 ,#

数#(g考查点 结合导数的几何意义求参



【解析】由题知 4（/）#/%所，且 4以（"）#

&"（
所
"& ，则 4以（/）#&（所，

所以切线方程为 ｛（（/%所）#（&（所） （"（

/），又该切线过点（0，*），

所以 *（（/%所）#（&（所）（0（/），则 所#(#

(#ng考查点 公切线问题、简单复合函数

的导数

【解析】根据题意，设直线 ｛#+"%9与曲

线 ｛#1"（/ 的切点为（"/，1
"/（/），

与曲线 ｛#1"（& 的切点为（"&，1
"&（&），

因为 ｛#1"（/ 的导数为 ｛以#1"，｛#1"（& 的

导数为 ｛以#1"（&，

所以两曲线的切线方程分别为 ｛（1
"/ %

/#1
"/（"（"/），｛（1

"&（& #1
"&（&（"（"&），

可得
1
"/ #1

"&（&，

（/（"/）1
"/（/#（/（"&）1

"&（&，{
解得

"/ #（3查 &，

"& #&（3查 &，{
所以切线方程为 ｛（1（3查 & %/ #1（3查 & （"%

3查 &），即 ｛#
/
&
"%

/
&
3查 &（

/
&
，

则 9#
/
&
3查 &（

/
&
#

故选 .#

)#&"（&｛（/#*（或 &"%&｛%/#*，两者填一

个即可）

考查点 公切线问题

【解析】设公切线与抛物线 "& #&｛相切

于点 合 "*，
/
&
"&
*( ) ，

因为 ｛#
/
&
"&，所以 ｛以#"，

所以抛物线 "& #&｛在点 合处的切线方

程为 ｛（
/
&
"&
* #"*（"（"*），

即 "*"（｛（
/
&
"&
* #*，

又公切线与圆 "&%｛&（0｛%
/
9

#* 相切，即

与圆 "&%｛（
0
&( )

&

#& 相切，

故
（0

&
（/

&
"&
*

"&
*%槡 /

#槡& ，

解得 "* #即/，所以公切线的方程为 ｛#"（

/
& 或 ｛#（"（

/
&
，即 &"（&｛（/#* 或 &"%

&｛%/#*#



或&'(

由
"&%｛&（0｛%

/
9
#*，

"& #&｛，{ 得

｛#
/
&
，

"#即/，{ 于是抛物线和圆相切，因为"& #&｛，

所以｛以#"，所以当切点坐标为 /，
/
&( ) 时，

切线斜率为 /，切线方程为 &"（&｛（/#*；当

切点坐标为 （/，
/
&( ) 时，切线斜率为（/，切

线方程为 &"%&｛%/#*#

*#（
/
&
g考查点 公切线问题、简单复合函

数的导数

【解析】】［3查（&"）］以#
/
"
，（1&"）以#&1&"，

G曲线 ｛#3查（&"）在点 】（"/，｛/）处的切

线斜率 +/ #
/
"/

，曲线 ｛#1&"在点 在（"&，

｛&）处的切线斜率 +& #&1
&"&，

G曲线 ｛#3查（&"）在点 】（"/，｛/）处的切

线方程为 ｛# /
"/

（"（"/ ） %｛/ # /
"/

"%

3查（&"/）（/，曲线 ｛#1&"在点 在（"&，｛&）处

的切线方程为 ｛#&1
&"& （"（"& ） %｛& #

&1
&"&"%（/（&"&）1

&"&#

G

/
"/

#&1
&"&，

3查（&"/）（/#（/（&"&）1
&"&，

{
即

3查（&"/）#（&"&，

3查（&"/）（/#（/（&"&）1
&"&，{

G&"/（&"&%/）#&"&（/，易知 &"&%/)*，

G&"/ #
&"&（/
&"&%/

，

G
/

&"/（/
%"& # /

&"&（/
&"&%/

（/
%"& # /

（&
&"&%/

%

"& #（
/
&
#

+#&g考查点 反函数性质的应用、切线问

题
【解析】由于 ｛#1"，｛#3查 "互为反函数，

所以两曲线关于直线 ｛#"对称，

由于点（（/，（/）在直线 ｛#"上，所以这
两条切线也关于直线 ｛#"对称，

不妨设其中一条切线的倾斜角为 为，则另

一条切线的倾斜角为
!
&
（为，

故这两条切线的斜率之积为 J故查 为·

J故查 !
&
（为( ) #/#

故选 ,#



%&'( 设与曲线 ｛#1"的切点为

!（"/，1
"/ ），则曲线 ｛#1"的切线方程为

｛（1
"/ #1

"/（"（"/），则 /#"/1
"/，

设与曲线 ｛#3查 "的切点为 ，（"&，3查 "&），

则曲线 ｛#3查 "的切线方程为 ｛（3查 "& #

/
"&

（"（"&），则 "&3查 "& #/，

于是
"/1

"/ #/，

3查 "&·1
3查 "& #/，{ 由图象可知，"/，

"&｛*，设 1（"）#"1"，则 1以（"）#（/%"）·

1"｛*，
则 1（"）在（*，%7）上单调递增，则 "/ #

3查 "&，于是两条切线的斜率之积为 1
"/ ·

/
"&

#"&·
/
"&

#/，故选,#

0,#ng突破点 两条切线平行问题

【解析】函数 4（"）#"0 % 0
&
"& %所"，求导

得 4以（"）#0"&%0"%所，
依题意，4以（"*%/）#4以（"*），
即 0（"*%/）

&%0（"*%/）%所#0"
&
*%0"*%所，

解得 "* #（/ ( 另解：抓住三次函数图象

的对称中心为 ( （ /
&
，4（/

&( ) ) ，则
"*%"*%/

&
#（/

&
，可得 "* #（/ ) ，

则两条切线的斜率为 4以（*）#所，对应的

两个切点的坐标分别为 （/，
/
&
（所( ) ，

（*，*），

故切线方程分别为 ｛（
/
&
（所( ) #所（"%

/）和 ｛#所"，即 所"（｛%
/
&

#* 和 所"（

｛#*，

因为切线 所"（｛%
/
&

#* 恒过定点

!*，
/
&( ) ，切线 所"（｛#* 恒过定点

定（*，*），
所以两平行线之间的距离的最大值为

$定!$#
/
&
#

故选 .#

00#（:
10{ ，｝［*，&1）g突破点 利用导数

研究方程的根、求过一点的切线方程
【解析】4以（"）#（"%&）1"，设切点为（所，
（所%/）1所），
则切线方程为 ｛（（所%/）1所 #（所%&）1所·
（"（所），
将点合（/，0）代入切线方程得，0（（所%/）·
1所 #（ 所%&） （ /（所）1所，化简得 0#（ 0（
所&）1所#



设 ）（所）#（0（所&）1所，则 ）以（所）#（&所1所%
（0（所&）1所 #（（所&%&所（0）1所 #（（所%0）·
（所（/）1所#
令 ）以（所）｛*，解得（0）所）/，令 ）以（所））*，
解得 所）（0 或 所｛/，
所以 ）（所）在（（7，（0），（/，%7）上单
调递减，在 （（0， /） 上单调递增，且

）（（0）#（ :
10

， ） （/） #&1，当 所故（7

时，）（所）故*（，当 所故%7时，）（所）故（7#
作出函数 ｛#） （ 所） 的大致图象如图
所示#

由图象可知，要使直线 ｛#0与 ）（ 所）#
（0（所&）1所 的图象有且仅有两个交点，

则 0" （:
10{ ，｝［*，&1）#

）$
0#到g考查点 求在曲线上一点处的切线

方程（斜率）
【解析】当 ""（*，&］时，4以（"）#&"（0，
当 ""（:，;］时，4（"）#&4（"（&）#;4（"（
:），则 4以（"）#;4以（"（:），
所以 4（ 数） #;4（ /） #（/:，4以（ 数） #
;4以（/）#（;，
则所求切线方程为 ｛（（（/:）#（;（"（
数），即 ;"%｛（9*#*#
故选 ，#

选#ng突破点 简单复合函数的导数
【解析】设直线 ｛#+"与曲线 ｛#1&"相切，
切点坐标为（"*，｛*），

对 ｛#1&"求导得 ｛以#&1&"，

则有 +#&1
&"*，

1
&"* #｛* #+"* #&1

&"*·"*，解得 "* #
/
&
，所

以 +#&1，切点坐标为
/
&
，1( ) ，

将曲线 ｛#1&"绕坐标原点顺时针旋转 为
后第一次与 "轴相切，

则 J故查 为#
｛*

"*

#&1#

故选 .#
故#ng突破点 已知切线（斜率）求参数、利

用基本不等式求代数式的最小值
【解析】设切点为（"*，4（"*）），

因为 4以（"）#
/

"%-
，

所以曲线 4（"）#3查（"%-）的切线方程为

｛（3查（"*%-）#
/

"*%-
（"（"*），



即 ｛# "
"*%-

%3查 （"* %-） （
"*

"*%-
， 所

以

/
"*%-

#/，

3查（"*%-）（
"*

"*%-
#（有，{

所以 -%有#/，所以 -&%有&（
（-%有） &

&
#/

&

（当且仅当 -#有#
/
& 时取等号）#

故选 .#
%#到g突破点 三角形面积的求解、导数的

运算法则

【解析】因为 4（"）#4以 !
0( ) >4?"%?A查 "，

所以 4以（"）#（4以!
0( ) ?A查 "%>4?"，

令 "#!
0
，得 4以 !

0( ) #（4以!
0( ) ?A查 !

0
%

>4?!
0
，g

即 4以!
0( ) #（4以!

0( ) @槡0
&
%/

&
，

解得 4以!
0( ) #&（槡0 ，

故 4（"）#（&（槡0 ）>4?"%?A查 "，

则 4（*）#&（槡0 ，故切点坐标为 （ *，&（

槡0 ），

而 4以（"） #（（ &（槡0 ） ?A查 "%>4?"，则
4以（*）#/#
设曲线 ｛#4（"）在 "#* 处的切线方程为

｛（（&（槡0 ）#"，即 ｛#"%&（槡0#

因为切点坐标为（*，&（槡0 ），所以切线与

｛轴的交点的坐标为（*，&（槡0 ），

令 ｛#*，得到 "#槡0（&，所以切线与 "轴

的交点的坐标为（槡0（&，*）#

设所求三角形面积为 2，故 2#
/
&
@$&（

槡0 $@$槡0（&$#
数（9槡0

&
，故 ，正确#

故选 ，#
数#ng突破点 公切线问题

【解析】设直线与曲线 4（"）#1"（&-相切

于点（"/，1
"/（&-），

由 4以（"）#1"，得切线斜率为 1
"/，

切线方程为 ｛（1
"/%&-#1

"/（"（"/），即 ｛#

1
"/"%1

"/（1
"/"/（&-#

因为 ） （-） #*，由 ）以（"） #&"（-，得
）以（-）#-，
所以过点（-，*）与曲线 ）（"）#"&（-"相
切的直线方程为 ｛#-"（-&#

则
1
"/ #-，

1
"/（1

"/"/（&-#（-&，{ 解得 -#"/ %/，

所以 1
"/ #"/%/#

设 有（"）#1"（"（/，则 有以（"）#1"（/，



当 "｛* 时，有以（"）｛*，有（"）单调递增，当
"）* 时，有以（"））*，有（"）单调递减，所以
有（"）（有（*）#*，故 1"（"%/，当且仅当
"#* 时取等号，

故由 1
"/ #"/%/ 得 "/ #*，所以 -#/#

故选 .#
(#-g突破点 求函数的极值、根据函数图

象的交点的个数求参数范围
【解析】设切点（0，00（0），由 4（"）#"0（"，
求导得 4以（"）#0"&（/，
则切线方程为 ｛（（00 （0）#（00& （/） （"（
0），由切线过点（所，9），
得 9（（00 （0）#（ 00& （/） （ 所（0），整理得
9#（&00%0所0&（所#
令函数 ） （0） #（&00 %0所0& （所，求导得
）以（0）#（:0&%:所0，由题知 所｛*，
当 0）* 或 0｛所 时，）以（0） ）*，当 *）0）所
时，）以（0）｛*，
因此函数 ）（0）在（（7，*），（ 所，%7）上
单调递减，在（*，所）上单调递增，
故函数 ）（0）在 0#* 处取得极小值，极小
值 ）（*）#（所，在 0#所 处取得极大值，极
大值 ）（所）#所0（所#
当 0故（7时， ） （0） 故%7，当 0故%7
时，）（0）故（7#
由过点（所，9）可以作曲线 4（"）#"0（"的
三条切线，得 9#（&00%0所0&（所 有三个不
相等的实根，
即直线 ｛#9与曲线 ）（0）有三个交点，所
以（所）9）所0（所#
故选 -#

)#到g突破点 利用导数研究不等式恒成
立问题
【解析】不等式 9"%/，1"（所"& 可化为
所"&%9"%/，1"，
令 4（"）#所"&%9"%/，）（"）#1"，
当 所#* 时，4（"）#9"%/，此时，直线 4（"）
恒过点（*，/），
故直线 4（"）#9"%/ 为曲线 ）（"）#1"在
点（*，/）处的切线，9#）以（*）#/，此时 所（
9#（/#
当 所)* 时，曲线 4（"）亦恒过点（*，/），
为使 所"& %9"%/，1" 对一切 ""则恒
成立，
需曲线 4（"）#所"&%9"%/ 开口向下，且在
点（*，/）处与曲线 ）（"）#1"有公切线，

故
所）*，
4以（*）#9#/，{ 此时 所（9）（/#

综上，所（9的取值范围是（（7，（/］，所以
所（9的可能取值为（&#故选 ，#

*#&g考查点 零点存在定理的应用、求过
一点的切线斜率

【解析】设切点坐标为（"*，｛*），则｛* #
3查 "*
"*

，

又 ｛以#
/（3查 "
"& ，所以切线斜率为

/（3查 "*

"&
*

，

又切线过点 !（（(，*），所以

3查 "*

"*

（*

"*（（（(）
#



/（3查 "*

"&
*

，整理得 &"*3查 "* %(3查 "* （"* （

(#*#
令 4（"）#&"3查 "%(3查 "（"（(，则 4以（"）#

&3查 "%
(
"
%/，

令 ）（"）#&3查 "%
(
"
%/，则 ）以（"）#

&
"
（

(
"& #

&"（(
"& （"｛*），

易知当 "" *，
(
&( ) 时，）以（"））*，当 ""

(
&
，%7( ) 时，）以（"）｛*，

则 ）（"）在区间 *，
(
&( ) 上单调递减，在

区间
(
&
，%7( ) 上单调递增，

所以 ）（"）（）
(
&( ) #&3查

(
&
%0｛* 在区

间（*，%7）上恒成立，
所以 4（"）在区间（*，%7）上单调递增，
又 4（/）#（:）*，4（1）#&1%(（1（(#1｛*，
所以存在唯一 "*"（/，1），使 4（"*）#*，
所以切线只有一条#
故选 ,#

+#&g突破点 两条切线重合（公切线）
问题
【解析】 当 "）* 时，4（"） #"& %"%&所，
4以（"）#&"%/，

当 "｛* 时，4（"）#（/
"
，4以（"）#

/
"& #

设 !（"/，4（"/ ）），，（"&，4（"& ））为函数
4（"）图象上的两点，且 "/）"&，
当"/ ）"& ）*，或 *）"/ ）"& 时，4以（"/ ） )
4以（"&），故 "/）*）"&#
"/）*，曲线 4（"）在点 !（"/，4（"/ ））处的
切线方程为 ｛（（"&

/ %"/ %&所）#（&"/ %/）
（"（"/）；
"&｛*，曲线 4（"）在点 ，（"&，4（"&））处的

切线方程为 ｛%
/
"&

#/
"&
&

（"（"&）#

两直线重合的充要条件是
/
"&&

#&"/%/"，

（&
"&

#（"&
/%&所#，

由"及 "/）*）"&，得 *）
/
"&

）/，

由"#，令 0#
/
"&

，则 *）0）/，

且 &所#
/
9
（09（&0&（;0%/），记 ｛#

/
9
（09（

&0&（;0%/），
则 ｛以#00（0（&#0（0%/）（0（/）（&，易知 ｛以）
* 在（*，/）上恒成立，

则函数 ｛#
/
9
（09（&0&（;0%/）在（*，/）上

单调递减，



G（&）&所）
/
9
，G（/）所）

/
;
#

G实数 所 的取值范围是 （/，
/
;( ) #

故选 ,#

%&'( 当 "）* 时，4（"）#"& %"%
&所，4以（"）#&"%/，

当 "｛* 时，4（"）#（/
"
，4以（"）#

/
"& #

设 !（"/，4（"/ ）），，（"&，4（"& ）） 为函数
4（"）图象上的两点，且 "/）"&，

当"/ ）"& ）*，或 *）"/ ）"& 时，4以（"/ ） )
4以（"&），故 "/）*）"&#
"&｛*，曲线 4（"）在点 ，（"&，4（"&））处的切

线方程为 ｛%
/
"&

#/
"&
&

（"（"&），即 ｛#
/
"&
&

"（

&
"&

，则
｛#

/
"&
&

"（
&
"&

，

｛#"&%"%&所，{
则 "&% /（

/
"&
&

( ) "%&所%
&
"&

#*，"&｛*，方程

只有一根且根为负数，于是 /（
/
"&
&

｛*，则

"&｛/，且 !# /（
/
"&
&

( )
&

（9 &所%
&
"&

( ) #*，

令 0#
/
"&

（*）0）/），则 &所#
09（&0&%/

9
（&0，

设 1 （0） #09（&0&%/
9

（&0（ * ）0）/）， 则

1以（0）#00（0（&）*，则 1（0）在（*，/）上单调

递减， 则 1 （ 0） " （&，
/
9( ) ， 即 &所 "

（&，
/
9( ) ，则 所" ( （/， /

; ) #故选 ,#

0,#&g突破点 两条切线垂直问题
【解 析 】 设 函 数 4（ "） 的 图 象 在 点
】（"/，4（"/）），在（"&，4（"& ）） （"/ ）"& ）处
的切线互相垂直，且分别交 ｛轴于点 !，
，#
如图，4（"）#$3查 "$的零点为 /，故 *）"/）
/，"&｛/，
则 】（"/，（3查 "/），在（"&，3查 "&），
当 "" （ /， %7 ） 时， 4（ "） #3查 "，

4以（"）#
/
"
，

当 ""（*，/）时，4（"）#（3查 "，4以（"）#

（/
"
，g

则 +!】#（
/
"/

，+，在#
/
"&

#

所以 +!】·+，在#（/，即 "/"& #/#

因为 N!】：｛（（（3查 "/）#（/
"/

（"（"/），即

｛#（
/
"/

"%/（3查 "/，

N，在：｛（3查 "& #
/
"&

（"（"& ），即 ｛#
/
"&

"%



3查 "&（/，
则 !（*，/（3查 "/），，（*，3查 "&（/），因为
*）"/）/，且 "/"& #/，
所以$!，$#/（3查 "/ （（3查 "& （/）#&（
3查（"/"&）#&#

00#（*，&槡1）g突破点 公切线条数问题
【解析】设曲线 ｛#4（"）上的切点坐标为

（"/，- "槡 / ），由题意知"/｛*，又4以（"）#
-
&槡"

，

则公切线的方程为 ｛（- "槡 / #
-

& "槡 /

（"（

"/），即 ｛#
-

& "槡 /

"%
-
&

"槡 / #

设曲线 ｛#）（"）上的切点坐标为（"&，0%

3查 "&），"&｛*，又 ）以（"）#
/
"
，

则公切线的方程为 ｛（（ 0 %3查 "& ） #
/
"&

（"（"&），即 ｛#
/
"&

"%&%3查 "&，

所以

-
& "槡 /

#/
"&

，

-
&

"槡 / #&%3查 "&，{ 消去 "/，得
-&

9
#

&%3查 "&

"&
，且 -｛*#

若存在两条不同的直线与曲线 ｛#
4（"），｛#）（"）均相切，

则关于 "& 的方程
-&

9
#
&%3查 "&

"&
（-｛*）有

两个不同的实数根#

设 1 （"） #&%3查 "
"

，"｛*，则 1以（"） #

（/（3查 "
"& ，g

令 1以（"）｛*，得 *）"）
/
1
；令 1以（"））*，得

"｛
/
1
，

所以 1 （"）在 *，
/
1( ) 上单调递增，在

/
1
，%7( ) 上单调递减，

所以 1（"）B故取#1
/
1( ) #1，由 1（"）#*

可得 "#
/
1& ，

当 "故* 且 "｛* 时，1（"）故（7，当 "故
%7时，1（"）｛* 且 1（"）故*，
则 1（"）的大致图象如图所示，



由图可知，*）
-&

9
）1，又 -｛*，故 *）-）

槡& 1，即实数 -的取值范围为（*， 槡& 1）#

!选"#Y'R=Z[<=>
\]E^_`^a`

!"
0#&g考查点 用导数判断或证明已知函

数的单调性
【解析】因为 4（（"）#（"（?A查（（"）#（4（"），
且 4（"）的定义域为 则，所以 4（"）#"（
?A查 "为 奇 函 数， 所 以 4（ "& %9"） ）
（4（0）#4（（0），
因为 4以（"）#/（>4?"（*，且不恒等于 *，
所以函数 4（"）#"（?A查 "在定义域上为增
函数，故 "&%9"）（0，故解集为（（0，（/）#
故选 ,#

选#（*，/］g考查点 导数的运算法则、利用
导数求函数的单调区间（不含参）

【解析】因为函数 4（"）#
/
&
"&（3查 "，定义

域为（*，%7），

所以4以（"）#"（
/
"
#"

&（/
"

#（"
（/）（"%/）

"
，

令 4以（"），*，所以 *）"，/，
故 4（"）的单调递减区间为（*，/］#

故#-g考查点 由函数在区间上的单调性
求参数范围

【解析】4以（"）#!
0
>4? !

0
"( ) （&所，因为函

数 4（"）在 则上不单调，所以函数 4以（"）
有零点，

所以方程
!
0

>4? !
0
"( ) （&所 #* 有实数

根，所以直线 ｛#&所 与函数 ） （"） #
!
0
>4?!

0
"( ) 的图象有交点（且交点非函

数 ）（"）图象的最高点或最低点），因为

函数 ）（"）的值域为 ） （!
0
， !
0 ] ，所以

所" ( （!
:
， !
: ) #故选 -#

%#到n-g突破点 由函数在区间上的单调
性求参数的值或范围、求指定项的系数
【解析】 由题意得 4以（"） #数 （ &所"%
9）（所"&%9"%/） :，
又 4以（"）（* 恒成立且 4以（"）不恒为 *，故
所#*，9｛*#
由 9｛所 知 4（所））4（9），故 ，正确；
由函 数 的 单 调 性 可 得， 当 "｛/ 时，
4（"）｛4（/）#（9%/） 数，当（9%/） 数）& 时，存
在 "*｛/ 使得 4（"* ）#& 成立，与选项矛



盾，故 ,错误；
若 9#&，有 4（"）#（&"%/） 数，其展开式的
第六项 …: #.

(
数（&"）

& #;9"&，故 4（"）的展
开式中含 "& 项的系数为 ;9，故 .正确；
由 4（ /） #（9%/） 数 #0数，解得 9#&，此
时 4（"）#（&"%/） 数，
易得 4（"） %4（ （/ （"） #（&"%/） 数 %
（（&"（/） 数 #*，则函数 4（"）的图象关于

点 （/
&
，*( ) 中心对称，

故 4（1& *&(）%4（（1& *&(）#4（1& *&(）（4（1& *&(（
/）｛*，故 -正确#
故选 ，.-#

数#［/，%7）g考查点 由函数的单调区间
求参数范围
【解析】4以（"）#3查 "%/（&"%/ #3查 "（
&"%&，

设 ）（"）#3查 "（&"%&，则 ）以（"）#
/
"
（&#

/（&"
"

，"｛*，

当 "｛
/
& 时， ）以（"） ）*， 故 ） （ "） 在

/
&
，%7( ) 上单调递减， 即 4以（"） 在

/
&
，%7( ) 上单调递减，又 4以（/）#*，所

以当
/
&
）"）/ 时，4以（"）｛*，当 "｛/ 时，

4以（"））*，故 4（"）在区间
/
&
，/( ) 上单调

递增，在区间（/，%7）上单调递减，故
（所，%7）#（/，%7），故 所 的取值范围
是［/，%7）#g

(#-g考查点 求函数的极值、根据极值点
求参数

【解析】由函数 4（"）#
1"

"&%9"%/
，求导可

得 4以（"）#
1"［"&%（9（&）"%/（9］

（"&%9"%/） & ，

由题意可得 4以（&）#*，则 9%&（9（&）%/（

9#*，解得 9#（/，所以 4（"）#
1"

"&（"%/
#

"&（"%/# "（
/
&( )

&

%0
9
｛*，4（"）的定义

域为 则#

4以（"）#
1"（"&（0"%&）
（"&（"%/） & #1"（"（/）（"（&）

（"&（"%/） & ，

令 4以（"）#*，解得 "#/ 或 "#&，
当"变化时，4以（"），4（"）的变化情况如表
所示：

"
（（7，
/）

/ （/，&） &
（&，
%7）

4以（"） % * （ * %

4（"）
单调
递增

极
大
值

单调
递减

极
小
值

单调
递增



则函数的极大值为 4（/）#
1/

/（/%/
#1#故

选 -#
)#到n-g考查点 根据极值点求参数

【解析】函数 4（"）#（"（所） &（"（&）的定义

域为 则，4以（"）#0（"（所） ( "（所%9
0 ) #

令 4以（"）#*，得 "/ #所，"& #
所%9
0

#

"当 所#/ 时，4以（"）#0（"（/） "（
(
0( ) ，

由 4以（"）｛*，得 "）/ 或 "｛
(
0
，由 4以（"））

*，得 /）"）
(
0
，

则 4（"）在（（7，/）和
(
0
，%7( ) 上单调

递增，在 /，
(
0( ) 上单调递减，

此时 "#/ 是 4（"）的一个极大值点#

#当
所%9
0

#/，即 所#（/ 时，4以（"）#0（"%

/）（"（/），
由 4以（"）｛*，得 "）（/ 或 "｛/，由 4以（"））
*，得（/）"）/，
则 4（"）在（（7，（/）和（/，%7）上单调
递增，在（（/，/）上单调递减，
此时 "#/ 是 4（"）的一个极小值点#故 ，
正确，,错误#
若 "#/ 是 4（"）的一个极小值点，则 所#
（/，4（"）在（/，%7）上单调递增，
当 "｛/ 时，&"%/｛"%&｛/，所以 4（ &"%
/）｛4（"%&），故 .正确#
若 "#/ 是 4（"）的一个极大值点，则 所#
/，4（"）在（（7，/）上单调递增，
当 *）"）/ 时，（/）&"（/）/，（/）"&（/）*，
且 &"（/｛"&（/，
即当 *）"）/ 时，"& （/）&"（/）/，所以
4（"& （/） ）4（ &"（/）， 故 -正确#故
选 ，.-#

*#考查点 求在曲线上一点处的切线方
程，根据极值点、零点求参数的最值
【解】（/）因为 4（"）#（"（所）?A查 所"，所
以 4以（"）#?A查 所"%（所"（所&）>4?所"#
当 所#/ 时，4以（"）#?A查 "%（"（/）>4?"，
4（*）#*，4以（*）#*（/#（/#
故曲线 ｛#4（"）在原点处的切线方程为
｛#（"，即 "%｛#*#
（&）设 "* 既是 4（"）的零点，也是 4（"）的
极值点，
则有 4（"*）#（"*（所）?A查 所"* #*，4以（"*）#
?A查 所"*%（所"*（所

&）>4?所"* #*，
由方程（"*（所）?A查 所"* #*，解得 "* #所 或
?A查 所"* #*#
"当 "* #所 时，4以（"* ）#?A查 所"* %（ 所"* （
所&）>4?所"* #?A查 所& #*，

解得 所& #+!（+"｛），又 所｛*，故 所# +槡!
（+"｛-）；



#当?A查 所"* #* 时，4以（"*）#?A查 所"*%（所"*（
所&）>4?所"* #所（"*（所）>4?所"* #*，
且易知 >4?所"*)*，
又 所｛*，故只有 "* #所，结合 ?A查 所"* #*，同

"解得 所# +槡!（+"｛-）#

综上，所# +槡!（+"｛-），当 +#/ 时，所 取

最小值槡!，经检验，符合题意#
+#突破点 利用导数求函数的单调区间、

极值，利用导数研究不等式恒成立问题
（/）【解】若 所#*，则 4（"）#"1"，4以（"）#
1"（"%/）#令 4以（"）#*，得 "#（/#
当 ""（（7，（/）时，4以（"） ）*，当 ""
（（/，%7） 时，4以（"） ｛*，所以 4（"） 在
（（7，（/）上单调递减，在（（/，%7）上单

调递增，故4（"）的极小值为4（（/）#（/
1
#

（&）【解】由题意知函数 4（"）的定义域为
则，4以（"）#1"（"%/）（所"（所#（1"（所） （"%
/）（所"则）#

因为 所｛
/
1
，所以3查 所｛（/，由4以（"）｛*，即

（1"（所）（"%/）｛*，解得 "）（/ 或 "｛3查 所，
所以 4（"）在（（7，（/）和（3查 所，%7）上
单调递增；由 4以（"））*，即（1"（所） （"%
/））*，解得（/）"）3查 所，所以 4（"）在（（/，
3查 所）上单调递减，故 4（"）的单调递增区间
为（（7，（/）和（3查 所，%7）#

（0）【证明】当 所｛
/
1时，由（&）知，4（"）的

极大值为 4（（/）#）（ 所）#（/
1
%/

&
所｛

（/
&1

｛（
&
1& #

当 所 #/
1时，4以（"）（*，4（"）在 （（7，

%7）上单调递增，4（"）无极大值#

当 *）所）
/
1时，3查 所）（/，若 ""（（7，

3查 所），则 4以（"）｛*，4（"）单调递增；若 ""
（3查 所，（/），则 4以（"））*，4（"）单调递减；
若""（（/，%7），则 4以（"）｛*，4（"）单调递
增，所以4（"）的极大值为4（3查 所）#）（所）#

（/
&
所（3查 所） &#g

对于 ）（"）#（/
&
"（3查 "） & *）"）

/
1( ) ，可

得 ）以（"） #（3查 "
/
&
3查 "%/( ) ， 当 ""

*，
/
1&( ) 时， ）以（ "） ） *， 当 ""

/
1& ，

/
1( ) 时， ）以（"） ｛*，所以 ） （"） 在

*，
/
1&( ) 上单调递减，在

/
1& ，

/
1( ) 上单调

递增，所以 ）（"）（）
/
1&( ) #（&

1& #

综上所述，）（所）（（&
1& #



0,#到g考查点 利用导数求函数的最值
（不含参）、利用导数研究不等式恒成立
问题
【解析】由题意，函数 4（"）的定义域为
（*，%7）#
当 所，* 时，"&（所｛*，由4（"）（* 得3查 "（
9（* 恒成立，
又 ｛#3查 "的值域为 则，故 3查 "（9（* 不
可能恒成立，故 所，* 不成立#

当 所｛* 时，由 "&（所（* 得 "（槡所 ，由 "&（

所）* 得 *）"）槡所 ，
由 3查 "（9（* 得 "（19，由 3查 "（9）* 得
*）"）19，

又 4（"）（*，故槡所 #19，即 所#1&9，
故 所9#91&9，设 ）（"）#"1&"，则 ）以（"）#
（&"%/）1&"#

当 "）（ /
& 时， ）以（"） ）*， ） （ "） 在

（7，（
/
&( ) 上单调递减；

当 "｛（ /
& 时， ）以（"） ｛*， ） （ "） 在

（/
&
，%7( ) 上单调递增，

故 ）（"）（） （/
&( ) #（/

&1
，

故选 ，#
00#&g考查点 利用导数求函数的最值

【解 析 】 函 数 4（ "） # 3查
所
"
（& %

所
"
（/ ，令

所
"

#0（0｛*），）（0）#$3查 0（

&$%$0（/$#
0（0（3查 0，*）0，/，
/%0（3查 0，/）0）1&，
0%3查 0（0，0（1&，{

当 *）0，/ 时，）以（0）#（/（
/
0
）*，函

数 ）（0）在（*，/］上单调递减，

当 /）0）1& 时， ）以（0） #/（
/
0
｛*，函

数 ）（0）在（/，1&）上单调递增，

当 0（1& 时，）以（0）#/%
/
0
｛*，函数 ）（0）

在［1&，%7）上单调递增，
因此 ）（0）BA查 #）（ /）#&，所以当 "#所
时，4（"）取得最小值 &#

0选#突破点 利用导数求函数的最值（不含
参）、利用导数研究能成立问题

【解】（/）因为函数 4（"）#3查 "（
/
&
"&，

所以 4以（"）#
/
"
（"#

/（"&

"
（"｛*），

令 4以（"）#*，则 "#/ 或 "#（/（舍去）#

当
/
&
）"）/ 时，4以（"） ｛*，当 /）"）9

时，4以（"））*，

所以函数 4（"）在
/
&
，/( ) 上单调递增，



在（/，9）上单调递减，
所以当 "#/ 时，4（"）取得最大值，最大

值为 4（/）#（/
&
，

又 4
/
&( ) #3查

/
&

（ /
;

#（3查 &（
/
;
，

4（9）#&3查 &（;，

4
/
&( ) （4（9）#（03查 &（

/
;
%;｛（0（

/
;
%

;｛*，

所以 4
/
&( ) ｛4（ 9），所以当 "#9 时，

4（"）取得最小值，最小值为 4（ 9） #
&3查 &（;，

故 4（"）在
/
&
，9） ] 上的最大值为（/

&
，

最小值为 &3查 &（;#
（&）易知 4（"）的定义域为（*，%7），
故不等式 4（"）｛（&（所）"& 可化为 &（所）
3查 "
"& （/

&
#

记 ）（"）#
3查 "
"& （/

&
，则原不等式有解可

转化为 &（所））（"）B故取#

易得 ）以（"）#
/（&3查 "

"0 ，当 "" （ *，槡1）

时，）以（"） ｛*，当 "" （槡1， %7） 时，
）以（"））*，

所以函数 ）（"）在（*，槡1）上单调递增，

在（槡1，%7）上单调递减，

故 ）（"）B故取#）（槡1）#
/
&1

（/
&
，所以 &（所）

/
&1

（/
&
，

解得 所｛
(
&
（/
&1

#

所以实数 所 的取值范围为 ( (
&

（ /
&1

，

%7 ) #
，&'( （&）4（"）｛（&（所）"& 有解，

即 3查 "（
/
&
"&（（&（所）"&｛* 有解#

设 ）（"）#3查 "（
/
&

"& （（&（所）"& #3查 "（

(
&
（所( ) "&，则 ）以（"）#

/（（(（&所）"&

"
（"｛*）#

若 所（
(
&
，则 ）以（"）｛*，则 ）（"）在（ *，

%7）上单调递增，
由于3AB

"故%7
）（"）｛*，故符合题意#

若 所 ）
(
&
， 则 当 "" *，

/
(（&所槡( ) 时，

）以（"） ｛*； 当 "" /
(（&所槡 ，%7( ) 时，

）以（"））*，则 ）（"）在 *，
/
(（&槡 所( ) 上单调



递增，在
/
(（&槡 所

，%7( ) 上单调递减，

3AB
"故*%

）（"））*，3AB
"故%7

）（"））*，

仅需 ）
/
(（&槡 所( ) #3查

/
(（&槡 所

（/
&
｛*，则

(
&
（/
&1

）所）
(
&
#

综上所述，所"
(
&
（/
&1

，%7( ) #

，$
0#ng考查点 已知函数最值求参数

【解析】4以（"）#
所
"
%&9"（"｛*），因为当

"#/ 时，函数 4（"）取得极大值 &，

所 以
4（/）#&，
4以（/）#*，{ 即

9%0#&，
所%&9#*，{ 解

得
9#（/，
所#&，{

所以 4（"）#&3查 "（"&%0，4以（"）#
&
"
（&"#

&（/（"）（/%"）
"

（"｛*）#

令4以（"）｛*，得 *）"）/；令4以（"））*，得"｛/#
所以 4（"）在（*，/）上单调递增，在（/，
%7）上单调递减，
则 4（"）B故取#4（/）#&，符合题意，
所以 4（0）#&3查 0（:#
故选 .#

选#到g突破点 根据函数单调性解不等式

【解析】设 ）（"）#
4（"）
1" %&"，则 ）以（"）#

4以（"）（4（"）
1" %&#

4以（"）（4（"）%&1"

1" ，

】4（"）（4以（"）（&1"）*，G4以（"）（4（"）%
&1"｛*，G）以（"）｛*，
G函数 ）（"）为 则上的增函数，

又 4（&）#（91&，G）（&）#
4（&）
1& %9#

（91&

1& %

9#*，

由 4（"） ｛（&"1"，可得
4（"）
1" %&"｛*，即

）（"）｛*#）（&），
又函数 ）（"）为 则上的增函数，所以 "｛
&，即所求不等式的解集为（&，%7）#
故选 ，#

故选'( 根据题意，不妨设 4（"）#
（91&，4（"） ｛（&"1"，即（91& ｛（&"1"，则
"1"｛&1&，则 "｛*，故排除 ,，.，-#
设 ）（"）#"1"，则 ）以（"）#（"%/）1"｛*，则
函数 ）（"）为 则上的增函数，故由 "1"｛
&1&，得 "｛&，故选 ，#

故#ng突破点 构造函数比较大小

【解析】因为 所#
&槡&

3查 &槡&
，9#

&
3查 &

，;#
0

3查 0
，



所以构造函数4（"）#
"

3查 "
（"｛* 且")/），

则 4以（"）#
3查 "（/
（3查 "） &（"｛* 且 ")/），

当 ""（*，/）时，4以（"））*，所以 4（"）在
（*，/）上单调递减；
当 ""（/，1）时，4以（"））*，所以 4（"）在
（/，1）上单调递减；
当 ""（1，%7）时，4以（"）｛*，所以 4（"）在
（1，%7）上单调递增#

综上可知，4（"）#
"

3查 "在
（*，/）和（/，1）上

单调递减，在（1，%7）上单调递增#

所以 9#
&

3查 &
# 9
3查 9

#4（9）｛4（0）#
0

3查 0
#;#

又因为 槡1）& &）0，

所以 ;#
0

3查 0
#4（0）｛4（ 槡& & ）# 槡& &

槡3查 & &
#所，

可得 所）;）9#故选 .#
%#ng突破点 求函数的极值点、新定义

问题
【解 析 】 4以（ "） #1"（1"%&"（&， 则
4以（/）#*#
令 4以（"）#*，则 1"#（1（&）"%&，如图，作
出函数 ｛#1"，｛#（1（&）"%& 的大致图象#

由图可知函数 ｛#1"，｛#（1（&）"%& 的图
象有两个交点，即函数 ｛#4以（"）有两个
零点 /，"*，且 "*）*#
令 4以（"）｛*，则"｛/ 或"）"*；令4以（"））*，
则 "* ）"）/，所以 4（"）在（（7，"*），（/，
%7）上单调递增，在（"*，/）上单调递减，
故 4（"）的极大值点为 "*，极小值点为 /#
函数 ｛#"& 在（（7，*）上单调递减，在
（*，%7）上单调递增，所以函数有极小
值点，无极大值点，故 ，不符合题意#
函数 ｛#（"& 在（（7，*）上单调递增，在
（*，%7）上单调递减，所以函数有极大
值点，无极小值点，故 ,不符合题意#
由 ｛#"0（0"可得 ｛以#0"&（0，当 "）（/ 或
"｛/ 时，｛以#0"&（0｛*；当（/）"）/ 时，｛以#
0"&（0）*，所以函数 ｛#"0 （0"在（（7，
（/），（/，%7）上单调递增，在（（/，/）上
单调递减，所以其极大值点为（/，极小值
点为 /，故 .符合题意#
｛#（"0%0"#（（"0（0"），则由 .选项分析
可知函数 ｛#（"0%0"的极小值点为（/，
极大值点为 /，故 -不符合题意#故选 .#

数#&n-g突破点 利用导数求函数的最值
【解析】 由 4（"） #1"（所3查 "，求导可得

4以（"）#
"1"（所
"

（"｛*），易知函数 4以（"）在

（*，%7）上单调递增，



令 ）（"）#"1"，求导可得 ）以（"）#1"（/%
"）｛* 在（*，%7）上恒成立，
则 ）（"）在（*，%7）上单调递增，所以当
"｛* 时，）（"）｛）（*）#*，
又当 "故%7时，）（"）故%7，且 所｛*，所
以5"*"（*，%7），使得 ） （"* ）#所，则

"*1
"* #所，则 4以（"*）#*，

当 *）"）"* 时，4以（"））*，则函数 4（"）在
（*，"*）上单调递减；
当 "｛"* 时，4以（"） ｛*，则函数 4（"） 在
（"*，%7）上单调递增，

所以 4（"）（4（"*）#1
"*（所3查 "*，又 "*1

"* #

所，则 4（"*）#1
"*（/（"*3查 "*），

当 *）所）1，即 *）"*）/ 时，4（"）（4（"*）#

1
"*（/（"*3查 "* ） ｛*，故 ，错误，,可能
正确#
当 所｛1，即 "*｛/ 时，令 1（"）#/（"3查 "（"｛
/），求导可得 1以（"）#（3查 "（/）*，
则函数 1（"）在（/，%7）上单调递减#
又 1（/）#/（*｛*，1（&）#/（&3查 &）*，则
存在 "/"（/，&），使得 1（"/）#*，
所以当 "*｛/ 时，4（"*）符号不确定，故 .，
-可能正确#
故选 ,.-#

(#-g突破点 函数单调性、极值与最值的
综合应用、复合函数的单调性

【解析】4（"）#""#13查 ""#1"3查 "，""（*，%7），
令 ） （"） #"3查 "，则 ）以（"） #/%3查 "，

令 ）以（"）#*，解得 "#
/
1
，

当 * ）"）
/
1时， ）以（"） ）*， ） （"） 在

*，
/
1( ) 上单调递减；

当 "｛
/
1时， ）以（ "） ｛*， ） （ "） 在

/
1
，%7( ) 上单调递增#

4（"）由函数 ｛#1令 与 令#）（"）复合而成，
而 ｛#1令 在定义域上单调递增，

故 4（ "） 在 *，
/
1( ) 上 单 调 递 减， 在

/
1
，%7( ) 上单调递增#

所以 4（"）在 "#
/
1处取得极小值，极小

值 4
/
1( ) #1

（/
1#/

1
/
1

，且无极大值，

4（"）BA查 #4
/
1( ) #1

（/
1｛1（/ #/

1
，故不存

在实数 所"（*，%7），使得 4（所）#
/
1
#

故 ，，,，.错误，-正确#
故选 -#

)#-g突破点 由函数在区间上的单调性
求参数范围
【解析】 由题意可知 4（"） 的定义域为



（/，%7），

且 4（ "） # 所"（/ （345所 （ "（/ ） # 所"

所
（

3查（"（/）
3查 所

# /
所3查 所

［所"3查 所（所3查（"（/）］，

记 1（"）#所"3查 所（所3查（"（/），因为 4（"）为
其定义域上的单调函数，所以 1（"）为其
定义域上的单调函数#
若 1（"）在定义域上单调递增，

则 1以（"）#所"（3查 所） &（ 所
"（/（

* 恒成立，即

（"（/）所"（/（
/

（3查 所） &，

令 0#"（/｛*，可得 0所0（
/

（3查 所） &，

设 因（0） #0所0（0｛*），因为当 0故 * 时，

因（0）故*，所以 0所0（
/

（3查 所） &不成立#

若 1（"）在定义域上单调递减，

则 1以（"）#所"（3查 所） &（ 所
"（/，

* 恒成立，即

（"（/）所"（/，
/

（3查 所） &#

令 0#"（/｛*，可得 0所0，
/

（3查 所） &，可知

（0所0）B故取，
/

（3查 所） &，

因（0）#0所0（0｛*），则 因以（0）#（/%03查 所）所0，

令 因以（0）#*，则 0#（
/

3查 所
#

当 所｛/ 时，0）*，与 0｛* 矛盾，不成立#

当 *）所）/ 时，0#（
/

3查 所
｛*，当 0｛（

/
3查 所时

，

因以（0））*；当 *）0）（
/

3查 所时
，因以（0）｛*，

可知 因（0）在区间 *，（
/

3查 所( ) 上单调递

增，在区间 ( （ /
3查 所

，%7 ) 上单调递减，

则 因（0） ，因 （ /
3查 所( ) #（ /

3查 所
· 所

（ /
3查 所 ，

/
（3查 所） &，即 所

（ /
3查 所，（ /

3查 所
，

可得 （ /
3查 所( ) 3查 所，3查 ( （ /

3查 所 ) ，即（/，

3查 （ /
3查 所( ) ，解得

/
11，所）/#

故选 -#
*#到n-g突破点 利用导数研究函数的单

调性、极值、零点
【解析】 因为 4（"） #所"0 （0"& （/，所以
4以（"）#0所"&（:"#0"（所"（&），当 所｛* 时，

令 4以（"）#*，得到 "#* 或 "#
&
所
，当 "）*

或 "｛
&
所 时，4以（"） ｛*，当 *）"）

&
所 时，

4以（"） ）*， 所 以 4（ "） 在 （ （7， * ），
&
所
，%7( ) 上单调递增，在 *，

&
所( ) 上单



调递减，所以 * 是 4（"）的极大值点，极大

值为 4（*）#（/，
&
所 是 4（"）的极小值点，

极小值为 4
&
所( ) #（9

所& （/#

当 所#* 时，4（"）#（0"&（/，由极值的定义
知，4（"）的极大值为（/，无极小值#
当 所）* 时，令 4以（"）#*，得到 "#* 或 "#
&
所
，当 "）

&
所 或 "｛* 时，4以（"））*，当

&
所
）

"）* 时， 4以（ "） ｛*， 所 以 4（ "） 在

（7，
&
所( ) ，（ *， %7） 上单调递减，在

&
所
，*( ) 上单调递增，所以 * 是 4（"）的极

大值点，极大值为 4（*）#（/，
&
所 是 4（"）

的极小值点，极小值为 4
&
所( ) #（9

所& （/#

综上，（/ 是 4（"）的极大值，故选项 ，
正确#
当（/）所）* 时，由选项 ，知，4（"）在区间
&
所
，*( ) 上单调递增，由（/）所）*，得

&
所 "

（（7，（&），（&）所（/）（/，所以 4（ 所（
/））4（所），故选项 ,错误#

当 所｛& 时，*）
&
所
）/，由选项 ，知，4（"）的

单调递增区间为（（7，*），
&
所
，%7( ) ，

单调递减区间为 *，
&
所( ) ，

当 "故（7时，4（"）故（7，4（ *）#（/）
*，4（&）#;所（/&（/#;所（/0｛*，
由零点存在定理知，当 所｛& 时，4（"）有且
仅有一个零点 "*，且 "* ）&，故选项 .
正确#
4（"）存在极小值点 "/，由选项 ，知，"/ #
&
所
，得到 所#

&
"/

，因为 4（"/ ）#4（"&），则

&
"/

·"0
/（0"

&
/（/#

&
"/

·"0
& （0"

&
& （/，整理得

到 &"0&（0"/"
&
& %"

0
/ #*，即（"/（"&）

& ·（"/ %
&"&）#*，又 "/)"&，所以 "/%&"& #*，故选
项 -正确#
故选 ，.-#

+#（&（3查 &，%7）g突破点 利用导数判断
或证明已知函数的单调性
【解析】4（"）#3查（9（"）%3查 "%所"（所｛*）的
定义域为（*，9），

4以（"）#
/

"（9
%/

"
%所#

&"（9
"（"（9）

%所，

】""［/，&］，所｛*，G4以（"）#
&"（9

"（"（9）
%

所｛*，
G4（"）在［/，&］上单调递增，
G4（"）在［/，&］上的最大值为 4（ &）#
&3查 &%&所｛9，
G所｛&（3查 &，即 所 的取值范围为 （ &（



3查 &，%7）#
0,#010 （/&g突破点 利用导数求函数的

最值（不含参）
【解析】作出函数4（"）的图象如图所示#

】存在实数 所 ）9）;， 满足 4（ 所） #
4（9）#4（;），
G所%9#（9，
G所4（所）%94（9）%;4（;）#（所%9%;）4（;）#
（;（9）4（;）#（;（9）3查 ;，
由图可知，/）4（;），0，
G1）;，10，
设 ）（"）#（"（9）3查 "，

则 ）以（"）#3查 "%/（
9
"
，显然 ）以（"）在

（1，10］上单调递增，

】）以（1）#&（
9
1
｛*，

G当 ""（1，10］时，）以（"）｛*，
G）（"）在（1，10］上单调递增，
G） （ "） 在 （ 1， 10 ］ 上 的 最 大 值 为
）（10）#0（10（9）#010（/&，
G所4（ 所） %94（9） %;4（;） 的最大值为
010（/&#

00#突破点 利用导数证明不等式、求函数
的单调区间（含参）

（/） 【解】 因为当 所 #&槡0 时，4（"） #

&槡0"（&槡03查 "（
/
&
"&%/

&
，所以 4（/）#

&槡0 ，4以（"）#&槡0（
&槡0
"

（"，

所以 4以（/）#（/，
所以曲线 ｛#4（"）在点（/，4（/））处的切

线方程为 ｛（&槡0 #（（"（/），

即 "%｛（&槡0（/#*#
（&） 【解】 函数 4（"） 的定义域为 （ *，

%7）， 4以（ "） # & 槡0 （ 所
"

（"#

（"&%&槡0"（所
"

，方程（"& %&槡0 "（所#* 的

判别式 !#/&（9所，由题知 所｛*#
"当 !｛*，即 所"（*，0）时，令 4以（"）#

*，有"/ #槡0% 0（槡 所 ，"& #槡0（ 0（槡 所 ，且
"/｛"&｛*，
当 ""（*，"&）｝（"/，%7）时，4以（"））*，

即函数 ｛#4（"）在（*，槡0 （ 0（槡 所 ）和

（槡0% 0（槡 所 ，%7）上单调递减；
当 ""（"&，"/）时，4以（"）｛*，即函数 ｛#

4（"）在（槡0（ 0（槡 所 ，槡0% 0（槡 所 ）上单调
递增#
#当!，*，即 所"［0，%7）时，4以（"），*
恒成立，所以函数 ｛#4（"）在（*，%7）上
单调递减#
综上，当 *）所）0 时，单调递减区间为



（*，槡0 （ 0（槡 所 ）和（槡0 % 0（槡 所 ，%7），

单调递增区间为 （槡0 （ 0（槡 所 ，槡0 %

0（槡 所 ）；
当 所（0 时，单调递减区间为（*，%7），
无单调递增区间#
（0）【证明】因为 ｛#4（"）有两个极值点
"/，"&，

则 4以（"）#
（"&%槡& 0"（所

"
#* 有两个正根

"/，"&，则有 !#/&（9所｛*，且 "/ %"& #

槡& 0 ，"/"& #所｛*，即 所"（*，0），

所以 4（"/ ） %4（"& ） # 槡& 0 （"/ %"& ） （

所3查（"/"&）（
/
&

（"&
/ %"

&
& ） %/ #（所3查 所%

所%数#
若证 4（"/）%4（"&））8（3查 所，即证 所3查 所（
3查 所（所%&｛*，
构造函数 ） （"） #"3查 "（"（3查 "%&，

则 ）以（"）#3查 "（
/
"
，易知 ｛#）以（"）在

（*， 0） 上单调递增，且 ）以（ /） #（/）

*，）以（&）#3查 &（
/
&
｛*，

所以存在 "*"（/，&）使 ）以（"* ）#*，即

3查 "* #
/
"*

，

且当 "" （ *，"* ） 时 ）以（"） ）*，函数
｛#）（"）单调递减；
当 "" （"*，0）时，）以（"） ｛*，函数 ｛#
）（"）单调递增#
所以函数 ｛#）（"）在（*，0）上有最小
值，最小值为 ）（"*）#"*3查 "*（"*（3查 "*%

&#0（( "*%
/
"*

) ，
又因为 "* " （ /， &），所以 "* %

/
"*

"

&，
(
&( ) ，所以 ）（"*）｛*，

所以当 ""（*，0）时，）（"）｛*，
即 4（"/）%4（"&））8（3查 所 成立#

%&'( （0）因为 ｛#4（"）有两个
极值点 "/，"&，

则 4以（"）#
（"&%&槡0"（所

"
#* 有两个正根

"/，"&，则有 !#/&（9所｛*，且 "/%"& #&槡0 ，
"/"& #所｛*，即 所"（*，0），

所以 4（"/ ） %4（"& ） #&槡0 （"/ %"& ） （

所3查（"/"&）（
/
&
（"&

/%"
&
&）%/#（所3查 所%所%数#

若证 4（"/）%4（"& ））8（3查 所，即证 所3查 所（

3查 所（所%&｛*，即证（所（/）3查 所%（&（所）｛*#
若 *）所，/，则（ 所（/）3查 所%（&（所）（&（
所｛*#
若 /）所，&，则（ 所（/）3查 所%（&（所） ｛&（
所（*#



若 &）所）0，等价于证明 3查 所%
&（所
所（/

#3查 所（

/%
/

所（/
｛*，

设 1（"）#3查 "（"%/（"｛*），则 1以（"）#
/（"
"

（"｛*），
当 "" （ *， /） 时， 1以（"） ｛*， 1 （"） 单调
递增；
当 ""（/，%7）时，1以（"））*，1（"）单调
递减，
所以 1（"），1（/）#*，所以 3查 "，"（/#

所以 3查
/
所 ，

/
所
（/，

即 3查 所（/（
/
所
，则 3查 所（/%

/
所（/（

/
所（/

（

/
所
# /
所（所（/）

｛*，得证#

0选#突破点 利用导数研究不等式恒成立
问题、利用导数研究方程解的个数
【解】（/）因为函数 4（"）#3查 "%1"（/，所
以 4（"）的定义域为（*，%7），4以（"）#
/
"
%1"（/（"｛*），

令 4以（"）#-（"），则 -以（"）#1"（/ （ /
"&

（"｛*）， 注意到 -以（"） 为增函数，
且 -以（/）#*，
所以当 ""（*，/）时，-以（"））*，4以（"）单
调递减；
当""（/，%7）时，-以（"）｛*，4以（"）单调
递增，
所以当 "#/ 时，4以（"）取得极小值 &，无
极大值#
（&）由题意可知 3查 "%1"（/（+"（/ 对任
意 ""［/，%7）恒成立，

即 +，
3查 "%1"（/%/

" 对任意 ""［/，%7）

恒成立，

设 ）（"）#
3查 "%1"（/%/

"
（"（/），

则 ）以（"）#
（"（/）1"（/（3查 "

"& （"（/），

设 1（"）#（"（/）1"（/ （3查 "（"（/），则

1以（"）#"1"（/（/
"
（"（/），

易知 1以（"）在区间［/，%7）上单调递
增，所以 1以（"）（1以（/）#*，
则 1（"）在区间［/，%7）上单调递增，所
以 1（"）（1（/）#*，则 ）以（"）（*，且不
恒为 *，
所以 ）（"）在区间［/，%7）上单调递增，
所以 ）（"）（）（/）#&，所以 +，&，
即实数 +的取值范围为（（7，&］#
（0）由题意可知 3查 "%1"（/ #+"%9有唯一
解，即 3查 "%1"（/（+"（9#* 有唯一解，

即 +#
3查 "%1"（/（9

" 有唯一解#

设 6（"）#
3查 "%1"（/（9

"
，



因为 +"则，所以 6（"）为单调函数，

则 6以（"）#
（"（/）1"（/（3查 "%/%9

"& （* 恒

成立，
设 O（"） #（"（/） 1"（/ （3查 "%/%9，则
O（"）（* 恒成立，

O以（"）#"1"（/ （ /
"
，OP（"）#（"%/）1"（/ %

/
"& ｛*，所以 O以（"）在区间（*，%7）上单

调递增，
注意到 O以（/）#*，所以当 ""（*，/）时，
O以（"））*，O（"）单调递减；
当 ""（/，%7）时，O以（"）｛*，O（"）单调
递增，
故只需 O（ /） #/ %9（ * 即可，所以
9（（/，
即 9的取值范围为［（/，%7）#

）故"#Y'R=Z[<=>bc

#$
0#-g 考查点 求函数零点或方程根的

个数
【解析】由题设 4以（"）#:"（"（/），则 "）*
或 "｛/ 时，4以（"）｛*，*）"）/ 时，4以（"））*，
所以4（"）在（（7，*），（/，%7）上单调递
增，在（*，/）上单调递减，且 4（*）#/（所，
4（/）#（所#
由 &所%所#&，即 &所 #&（所，而 ｛#&所 在 则上
单调递增，｛#&（所 在 则上单调递减，
显然 &* #/）&（*#&，&/ #&｛&（/#/，故 *）
所）/，所以 4（*）｛*｛4（/），
又 "故（7时，4（"） 故（7，"故%7时，
4（"）故%7，
结合 4（"）的图象可知 4（"） 共有 0 个
零点#
故选 -#

选#ng考查点 函数图象对称性的应用、 求
函数零点或方程根的个数

【解析】令 1（"）#4（"）（）（"）#3查
"

"（&
%"（

/（1"%1&（"，其定义域为（（7，*）｝（&，%7），

令 -（"）#1（"%/）#3查
"%/
"（/

%"（1"%/%1/（"，

""（（7，（/）｝（/，%7），显然 -（"）是
奇函数，
则其图象关于原点对称，所以 1（"）的图
象关于点（/，*）对称#
先讨论在（（7，*）上方程 4（"）#）（"）的
所有实数解的情况，即函数 1（"）的零点
情况，

因为 1以（ "） #
（&

"（"（&）
%/ （1"（1&（"，

（&
"（"（&）

%/）/，（1"（1&（"）（& 1"1&（
槡

"#

（&1，所以 1以（"））*，
所以 1（"）在（（7，*）上单调递减，
又 "故* 时，1（"）故（7，1（（/）#（3查 0（

&（
/
1
%10｛*，

所以 1（"）在（（7，*）上有且只有一个零



点 "/；
又 1（"）的图象关于点（/，*）对称，所以
1（"）在 （ &，%7） 上有且只有一个零
点 "&，
且 "/%"& #&，即方程 4（"）#）（"）的所有
实数解的和是 &#
故选 .#

故#-g突破点 根据函数零点的个数求参
数范围
【解析】由函数 4（"）#1"（所 （"（/），可
得 4以（"）#1"（所#
当 所，* 时，4以（"）#1"（所｛* 在 则上恒成
立，所以 4（"）在 则上单调递增，
此时 4（"）至多有一个零点，不符合题意；
当 所｛* 时，令 4以（"）#*，可得 "#3查 所，
当 "）3查 所 时，4以（"） ）*，所以 4（"） 在
（（7，3查 所）上单调递减，
当 "｛3查 所 时，4以（"） ｛*，所以 4（"） 在
（3查 所，%7）上单调递增，
所以"#3查 所 时，4（"）取得极小值，也是最
小值，
又函数 4（"）#1"（所（"（/）有两个零点，所
以 4（3查 所））*，
即 所（&（3查 所））*，解得 所｛1&，
当 所｛1& 时，3查 所｛&，
当 "#/）3查 所 时，4（/）#1｛*，
当 "#&3查 所｛3查 所 时，4（ &3查 所） #所& （
&所3查 所%所#所（所（&3查 所%/），

设 '（所）#所（&3查 所%/，则 '以（所）#/（
&
所

#

所（&
所

，所"（1&，%7）时，'以（所）｛*，

所以 '（所）在 （1&，%7）上单调递增，此
时 '（所）｛'（1&）#1&%/（9｛*，
所以 4（ &3查 所）#所 （ 所（&3查 所%/） ｛*，所
以 4（"）在区间（/，3查 所）上有且只有一个
零点，
在区间 （3查 所，&3查 所） 上有且只有一个
零点，
所以满足函数 4（"）#1"（所（"（/）有两个
零点的实数 所 的取值范围是（1&，%7）#
故选 -#

故选'( 令 1"（所（"（/）#*，则 ")

/，所)*，那么
/
所
#"

（/
1" ，

设 ）（"）#
"（/
1" ，则 ）以（"）#

&（"
1" ，则 ）（"）在

（（7，&）上单调递增，在（&，%7）上单调
递减，
且 "｛& 时，）（"）｛*，"故（7时，）（"）故
（7，）（"）大致图象如图所示，

由 4（"） 有两个零点，可知直线 ｛#/
所

与 ）（"）#
"（/
1" 的图象有两个交点，则 *）

/
所
））（&），即 *）

/
所
）
/
1& ，则 所｛1&，故选 -#



%#-g突破点 根据函数零点的个数求参
数范围
【解析】4（"）#"0 %&"& %-"%;，4以（"）#
0"&%9"%-，
4（"）#4以（"）."0（"&（9"%;#-（/（"），
显然 "#/ 不满足上式，所以 ")/，则

-#"
0（"&（9"%;

/（"
#

令 ）（"）#
"0（"&（9"%;

/（"
（（9，"）/ 或 /）

"，0），则 ）以（"）#（&（"（&）（"&%/）
（/（"） & ( 另

解：由于 -#"0（"&（9"%;
/（"

，令 0#/（"，则

"#/（0，则 -#（0&%&0%
9
0
%0，设 ）（0）#

（0& %&0%
9
0
%0， ）以（0） #（&0%&（

9
0&

#

（&（0%/）［（0（/） &%/］
0& ) ，

所以在（（9，/），（ /，&）上，）以（"） ｛*，）
（"）单调递增，
在（&，0）上，）以（"））*，）（"）单调递减，

且 ）（（9）#（(:
(
，）（&）#（9，）（0）#（数，

"故/%，）（"）故（7，"故/（，）（"）故%7，
作出 ）（"）大致图象如图所示，则 -"
［（数，（9）#故选 -#

数#到g突破点 根据函数零点的个数求参
数范围

【解析】由题意可得 所"（/
0
"0%/

&
所"&（"（

/#* 在（*，/）上有唯一解，即 所"#/
0
"0（

/
&
所"&%"%/ 在（*，/）上有唯一解#

令 ）（"）#所"，则 ）以（"）#所"3查 所，
则 ）（*）#/，）以（*）#3查 所，

令 1（"）#
/
0
"0（/

&
所"&%"%/，则 1以（"）#

"&（所"%/，
则 1（*）#/，1以（*）#/，
当 *）所）/ 时，方程 "&（所"%/#* 中 !#所&（
9）*，1以（"）图象开口向上，则 1以（"）恒大
于零，所以 1 （"） 在 则上为增函数，
）（"）#所"在 则上为减函数，
因为 1（*）#）（*）#/，所以 ）（"）#1（"）
在（*，/）上无解；
当 所｛/ 时，1以（*）｛）以（*）必须成立，若
1以（*），）以（*），会出现如图所示中 ｛#
）/（"）图象的情况，



即 ）（"）｛1（"）在（*，%7）上恒成立（提
示：指数函数的增长速度大于幂函数，且
1（*）#）（*）#/），
所以 ）（"）图象只能为 ｛#）&（"）图象的
情况，此时只需交点横坐标小于 / 即可，

所以令 ）（/）｛1（/）可得 所｛
/
0
（/

&
所%&，

解得 所｛
/9
8
，

又 1以（*）｛）以（*），则 /｛3查 所，即 *）所）1，

所以实数 所 的取值范围为
/9
8
，1( ) #

故选 ，#
(#到&-g突破点 由导数求函数的最值

（不含参）
【解析】函数 4（"）#"1"%所3查 "%所"的定义
域为（*，%7），
由 4（"）有零点，得方程 "1"%所3查（"1"）#*
有正数解，
令"1"#0｛*，即0%所3查 0#* 有正数解，显然

所)*，方程化为（/
所
#3查 0

0
#

令函数 ）（0）#
3查 0
0
，0｛*，

求导得 ）以（0）#
/（3查 0
0&

，

当 *）0）1时， ）以（0） ｛*， 当 0｛1时，
）以（0））*，
函数 ）（0）在（*，1）上单调递增，在（1，

%7）上单调递减，）（0）B故取#）（1）#
/
1
，

当 0故*%时，）（0）故（7，
当 0｛/ 时，）（0）｛*，0故%7时，）（0）故*%，

因此（/
所
）* 或 *）（

/
所 ，

/
1
，

解得 所，（1或 所｛*，所以 所 取到的整数
值可以为（(，（0，&#
故答案为 ，,-#

)#到n-g突破点 利用导数研究双变量
问题
【解析】 ） （"） #3查 "%"（& #13查 "%3查 "（
&#4（3查 "），
又函数 ）（"）#3查 "%"（& 的零点为 "&，
则 ）（"&）#4（3查 "&）#*，其中 "&｛*#
4以（"）#1"%/｛*，得4（"）为则上的增函数，
又4（"）零点为"/，则"/ 为其唯一零点#
又 ）（"&）#4（3查 "&）#*，得 "/ #3查 "&#
注意到 4（*）#（/）*，1"（&#(:，&#;8）.

1
/
& "（/#:，/#数），

则 4
/
&( ) #1

/
& （0

&
｛*，且 "/" ( *， /

& ) #
因为 ）（"&）#3查 "&%"&（&#*，"/ #3查 "&，所



以 "/%"& #3查 "&%"& #&，故 ，正确#

因为 "/ #3查 "&，所以 &"/（"& #&"/（1
"/，令

1（"）#&"（1"， 则 1以（ "） #& （1" 在

*，
/
&( ) 上 单 调 递 减， 此 时 1以（ "） ｛

1以
/
&( ) #&（1

/
& ｛*，得 1（"）在 *，

/
&( ) 上

单调递增，

所以 "" *，
/
&( ) 时，1（"））1

/
&( ) #/（

1
/
& ）*，即 &"/）"&，故 ,错误#

因为 "/" *，
/
&( ) ，"/ #3查 "&，则 "&"（/，

1
/
& ），故 "/)"&，则由 "/%"& #& 结合基本

不等式得 1
"/%1

"&｛& 1
"/%"

槡
& #& 1槡

& #&1，
故 .正确#
因为"/ #3查 "&，所以"/"& #"&3查 "&，由.选

项的分析可知 "& "（/，1
/
& ）#令 5（"）#

"3查 "，当""（/，1
/
& ）时，5以（"）#3查 "%/｛*，

则5（"）在（/，1
/
& ）上单调递增，此时5（"））

5（1
/
& ）#槡

1
&
，即"/"&）

槡1
&
#故-正确#

故选 ，.-#
*#ng突破点 根据零点求函数解析式中

的参数范围
【解析】由题可知，原点为线段 !7，，8的
中点，
不妨设 !（"/，｛/ ），，（"&，｛& ），7（（"/，
（｛/），8（（"&，（｛&），"/｛*，"&｛*，

则有
｛/ #3查（"/%/），
（｛/ #所"

&
/（所9"/，{ ｛& #3查（"&%/），

（｛& #所"
&
&（所9"&#{

分别相加得 3查 （"/ %/） %所"&
/ （所9"/ #*，

3查（"&%/）%所"
&
&（所9"& #*，

相当于方程 3查 （"%/） %所"& （所9"#* 在
（*，%7）上有两个不同的实数根，
即 1（"）#3查（"%/）%所"&（所9"在（*，%7）
上有两个零点，
显然 1（*）#*，即 1（"）#3查（"%/）%所"&（
所9"在［*，%7）上有三个不同的零点，
作出 1（"）#3查（"%/）%所"&（所9"的大致图
象如图所示，

由图象可知该函数需要在（*，%7）上有
两个极值点#

1以（"）#
/

"%/
%&所"（所9#

&所"&%（&所（所9）"%/（所9
"%/

，

即 1以（"）需要在（*，%7）上有两个零点#

当 所，* 时，显然 1以（"）#
/

"%/
%&所"（所9在

（*，%7）上单调递减，故不可能在（ *，
%7）上有两个零点#
当 所 ｛ * 时， 1以 （ "） #



&所"&%（&所（所9）"%/（所9
"%/ 有两个零点，

即 &所"&%（&所（所9）"%/（所9#* 在（*，%7）
上有两个不同的实数根，设为 "0，"9，
此时 !#（&所（所9） &（;所（/（所9）｛*.所（&%
9） &（;｛*，

则 "0"9 #
/（所9
&所

｛*，"0%"9 #
所9（&所
&所

#9
（&
&

｛*，

则 所9）/，9｛&，故 ，，-错误#
因为 所｛*，9｛&，
所以 4（（&）#（&所（9（&）#&所（&（9））*，
故 ,错误#
由题可知，当 "（ * 时，4（"） #3查 （"%
/）（*，
当 "）* 时，4（"）#所"（"%9），因为 所｛*，9｛

&，所以 4（"）（4（9
&( ) #（所9&

9
，又（所9&

9
）

*，故 .正确#故选 .#
+#/g突破点 利用导数研究函数的零点、

直线与抛物线交点相关问题
【解析】由题设有 4以（"）#（"%/）1"，则

4以（"*）#（"*%/）1
"*，且 4（"*）#"*1

"*，
所以曲线 ｛#4（"）在点（"*，4（"*）） （"* ｛

*） 处的切线方程为 ｛（"*1
"* #1

"* （"* %
/）（"（"*），

与抛物线方程联立，得 1
"* （"* %/） （"（

"*）%"*1
"* #1"&，则 1"& （1

"* （"* %/） "%

"&
*1

"* #*，
由曲线 ｛#4（"）的切线与抛物线有且仅

有一个公共点，可得 !#1
&"* （"*%/）

& （

9"&
*1

"*%/ #*，

所以 1
"*（/ # &（

&
"*%/( )

&

且 "* ｛*， 则

1
"*%/

&
（/
#&（

&
"*%/

，

令 0#
"*%/
&

，则 0｛
/
&
，可得 10（/ #&（

/
0
，即

010（/（&0%/#*，

令 ）（0）#010（/（&0%/，0｛
/
&
，则 ）以（0）#（0%

/）10（/（&，
令 1（0）#）以（0），则 1以（0）#（0%&）10（/ ｛*

在 0"
/
&
，%7( ) 上恒成立，

所以 ）以（ 0） # （ 0%/ ） 10（/ （& 在
/
&
，%7( ) 上单调递增，且 ）以（/）#*，

则在
/
&
，/( ) 上 ）以（0））*，）（0）单调递减，

在（/，%7）上 ）以（0）｛*，）（0）单调递增，
且 ）（/）#*，

则 0#
"*%/
&

#/，则 "* #/#

0,#突破点 已知切线（斜率）求参数、利用
导数研究函数的零点
【解】（ /）由题意得 4（"） 的定义域为



（/，%7），4以（"）#
/

"（/
（所"（/（3查 所） &，

则 4以（&）#/（所（3查 所） & #/（1，
即 所（3查 所） & #1，
所以 3查 ［所（3查 所） & ］ #3查 1#/，即 3查 所%
&3查（3查 所）#/，
令 -#3查 所，则 -｛*，-%&3查 -#/，
又 ｛#-%&3查 -在区间（*，%7）上单调
递增，且当 -#/ 时，｛#-%&3查 -#/，
所以 -#/，即 3查 所#/，所以 所#1#
（&）因为 4（"）有且只有两个零点，所以
3查（"（/）（所"（/3查 所#* 在（/，%7）上有且
只有两个大于 / 的不同的实数根，又
所"（/3查 所#3查（"（/），所以（"（/）所"（/3查 所#
（"（/）3查（"（/），即（"（/）3查（"（/）#
所"（/3查 所"（/ 有且只有两个大于 / 的不同
的实数根，
令 =（"）#"3查 "，则 =以（"）#3查 "%/，

由 =以（"）#*，解得 "#
/
1
，当 "｛

/
1时，

=以（"）｛*，当 *）"）
/
1时，=以（"））*，

所以 =（"）在区间 *，
/
1( ) 上单调递减

且 =（"））*，在区间
/
1
，%7( ) 上单调递

增且当 ""（/，%7）时，=（"）｛*，作出
=（"）的大致图象如图"所示#

图"
又 =（所"（/）#=（"（/），所｛/ 且 "｛/，所以
所"（/｛/，所以 =（所"（/）｛=（/）#*，
要使 =（所"（/）#=（"（/），则 所"（/ #"（/｛

/，即 3查 所#
3查（"（/）

"（/ 有且只有两个大于

/ 的不同的实数根#

令 在（"）#
3查 "
"

，"｛/，

则 在以（"）#
/（3查 "
"& ，"｛/，

当 "｛1时，在以（"） ）*，当 /）"）1时，
在以（"）｛*，
所以 在（"）在区间（/，1）上单调递增，在
区间（1，%7）上单调递减，

又 在（1）#
/
1
，当 "故%7时，在（"）故*%，

作出 在（"）的大致图象如图#所示，

图#



所以 *）3查 所）
/
1
，即 /）所）1

/
1，故实数

所 的取值范围是（/，1
/
1）#

%&'( （&）令 3查（"（/）（所"（/3查 所#
*，设 0#"（/｛*，则 3查 0#所03查 所，即 345所0#

所0，且 ｛#345所0与 ｛#所0的图象关于直线
｛#0对称，
考虑临界情况：若 ｛#345所0与 ｛#所0相切
于一点，则切点必在直线 ｛#0上，设切点
为（0*，0*），

此时

/
0*3查 所

#/，

所
0*3查 所#/，

{ 则
所#1

/
1，

0* #1，{
所以 /）所）1

/
1，从而仅需说明 所｛1

/
1不符

合题意#

设 ）（0） #3查 0（所03查 所，则 ）以（0） # /
0
（

所0（3查 所） &，设 1 （0）#）以（0），则 1以（0） #

（/
0&
（所0（3查 所） 0）*，

所以 ）以（0）在（*，%7）上单调递减，由于
3AB
0故*

）以（0）｛*，3AB
0故%7

）以（0））*，

由零点存在定理，可知存在唯一的 0* "
（*，%7），使 ）以（0*）#*，

则 ）（0） 在 （ *，0* ） 上单调递增，在 （0*，

%7）上单调递减，且
/

0*3查 所
#所

0*3查 所，即

3查 0* #（0*3查 所（&3查（3查 所），

所以当 所｛1
/
1时，） （0）， ） （0* ）#3查 0* （

所
0*3查 所 #（0*3查 所%

/
0*3查 所( ) （&3查 （3查 所） ）

（&%&#*，
此时函数没有零点，不符合题意#

综上，所"（/，1
/
1）#

00#突破点 利用导数研究不等式恒成立
问题、 函数的零点
（/） 【解】因为 4（"）#J故查 "（所"，所以

4（*）#*，4以（"）#
/

>4?&"
（所，

又 4以（"）#
/

>4?&"
（所 在区间 *， !

&( ) 上单

调递增，

当 所，*，"" *， !
&( ) 时，J故查 "｛*，（所"（

*，所以 4（"）｛*，符合题意；

当 所｛/ 时，4以（*）#/（所）*，当 "故
!
&

时，4以（"）故%7，故存在唯一零点 "*，使
得 4以（"*）#*，当 ""（*，"*）时，4以（"））
*，所以 4（"）在（*，"* ）上单调递减，此
时 4（"））4（*）#*，不符合题意；
当 *）所，/ 时，4以（"）｛4以（*）#/（所（*，

所以 4（"） 在 *， !
&( ) 上单调递增，则



4（"）｛4（*）#*，符合题意#综上可知，实
数 所 的取值范围为（（7，/］#
（&）【证明】"当 所#/ 时4（"）#J故查 "（"，

所以 4以（"）#
/

>4?&"
（/（* 在定义域上恒

成立，

所以 4（"） 在区间 有!，有!%
!
&( ) （ 有"

｛-）上单调递增，且 4（有!）#（有!）*，

当 "故有!%
!
& 时，4（"）故%7，

所以 4（"） 在区间 有!，有!%
!
&( ) （ 有"

｛-）上存在唯一零点，即为 O有，

则 O/ （!，O& （&!，O0 （0!" *， !
&( ) ，记

3C#OC（C!，则 3C" *， !
&( ) ，且 J故查 3C#3C%

C!（C#/，&，…，有），
故 4（3/）%4（30）#&4（3&），
要证明 O/%O0）&O&，即证明 3/%30）&3&，

只 需 证 明 4
3/%30
&( ) ）4（ 3& ） #

4（3/）%4（30）
&

#g

构造函 数 ） （ "） #4（ "） %4（ 3/ ） （

&4
"%3/
&( ) ，"｛3/， 且 "" *， !

&( ) ， 则

）以（"） # 4以（ "） （4以
"%3/
&( ) ， ""

*， !
&( ) ，g

由（/）可知，4以（"）在区间 *， !
&( ) 上单

调递增，而
!
&

｛"｛
"%3/
&

｛*，故 4以（"） ｛

4以
"%3/
&( ) ，故 ）以（"）｛*，）（"）单调递增，

从而 ）（30 ）｛）（3/ ）#*，故 4
3/%30
&( ) ）

4（3/）%4（30）
&

，即 3/ %30 ）&3&， 即 O/ %

O0）&O&#

#由"可知 O有 %!，O有%/ " ( （ 有%/）!，

（有%/）!%
!
& ) （有"｛-），

又 J故查（O有%!）#J故查 O有 #O有）O有%/ #J故查 O有%/，

故 O有%!）O有%/，故 *）O有%/（O有（!）
!
&
，

结合（/）可得，O有%/ （O有 （!）J故查（O有%/ （O有 （

!） #
J故查 O有%/（J故查 O有
/%J故查 O有J故查 O有%/

#
O有%/（O有
/%O有O有%/

#

/
O有

（/
O有%/

/
O有O有%/

%/
）
/
O有

（/
O有%/

，g

故 O有%/%
/
O有%/

）O有%
/
O有

%!，所以 O有%
/
O有

）O/%



/
O/

%（有（/）!，

又 O/ " !，
0!
&( ) ， 函数 ｛#"%

/
"在

!，
0!
&( ) 上单调递增，

所以 O/%
/
O/

）
0!
&
%&
0!

）
0!
&
%!
/&

#/8!
/&

，

故 O有%
/
O有

）
/8!
/&

%（有（/）!# 有%
数
/&( ) !#

）H0#dbc
'(

0#突破点 利用导数研究不等式恒成立问
题、含参分类讨论求函数的单调区间
【解】（/）由已知条件得 4以（"）#1"（所，
在点（*，4（*））处的切线斜率为 4以（*）#
/（所#/，则 所#*#
（&）4（"）的定义域为 则， 4以（"）#1"（所，
若 所，*，则4以（"）｛*，则4（"）为则上的增
函数；
若 所｛*，由 4以（"）#1"（所｛*，得 "｛3查 所，
由 4以（"）#1"（所）*，得 "）3查 所，
则 4（"）的单调递增区间为（3查 所，%7），
单调递减区间为（（7，3查 所）#
（0）若 所#/，不等式化为（"（+）4以（"）%"%
/#（"（+）（1"（/）%"%/｛*，
即 "1"%/｛+（1"（/）在（*，%7）上恒成立，

当 "｛* 时，1"（/｛*，即+）
"%/
1"（/

%"恒成立#

令 ）（"）#
"%/
1"（/

%"，则 ）以（"）#
（"1"（/
（1"（/） & %

/#
1"（1"（"（&）
（1"（/） & #

令 1（"）#1"（"（&，由（&）知，函数 1（"）#
1"（"（& 在（*，%7）上单调递增，
其中 1（/））*，1（&）｛*，
由函数零点存在定理可知 1（"）在（*，
%7）上存在唯一的零点 "*（/）"*）&），满

足 1
"* #"*%&，

所以在（*，"*）上 1（"））*，在（"*，%7）上
1（"）｛*，
所以在（*，"*）上 ）以（"））*，在（"*，%7）
上 ）以（"）｛*，
则 ）（"）在（*，"* ）上单调递减，在（"*，
%7）上单调递增，
所以 ） （"） 在 （ *，%7） 上的最小值为

）（"*）#
"*%/

1
"*（/

%"* #
"*%/

"*%&（/
%"* #/%"*，

又因为 /）"* ）&，所以 &）"* %/）0，即 &）
）（"*））0，
所以 +，&，又 +为整数，
所以 +的最大值为 &#

值为'( （0）若 "1"%/｛+（1"（/），

"｛*，令 "#/，则 +）
1%/
1（/且

+"，，则 +，&#

下证：+#& 时不等式成立，即证明当 "｛*
时 "1"%/｛&（1"（/），等价于（"（&）1"%
0｛*，



设 ）（"）#（"（&）1"%0，"｛*，则 ）以（"）#
（"（/）1"，
则 ）（"）在（*，/）上单调递减，在（/，%7）
上单调递增，
所以 ）（"）（）（/）#0（1｛*，得证#
则 +的最大值为 &#

选#突破点 利用导数证明不等式、利用导
数研究函数的零点
（/）【解】所#* 时，4以（"）#1"（9#
当 9，/ 时，4以（"）（*，且不恒为 *，则函
数 4（"）在［*，%7）上单调递增，此时无
极值；
当 9｛/ 时，在［*，3查 9）上，4以（"））*，函
数 4（"） 单调递减，在 （3查 9，%7） 上，
4以（"）｛*，函数 4（"）单调递增，此时函
数 4（"）有极小值，极小值是 9（93查 9，无
极大值#
（&）（））【解】当 9#* 时，因为函数 4（"）

存在零点，故 1"#所槡"有解，若 "#*，此时

等式不成立，所以 "｛*，即 ）（"）#1"（所槡"
在 （ *， %7 ） 上 有 零 点， ）以（"） #1"（

所
&槡"

#&1
"
槡"（所
&槡"

，

"若 所，*，则 ）以（"）｛*，则 ）（"）在（*，
%7）上单调递增，故 ）（"）｛）（*）#/，此
时不存在零点；

#若 所｛*，令 1（"）#&1"
槡"（所，则 1（"）在

（*，%7）上单调递增，且 1（*）#（所）*，

1（所&）#&1所&所（所｛*，
由函数零点存在定理可知存在 "/"（*，

所&），使 1（"/）#*，即满足 &1
"/ "槡 / #所，所

以 ）（"）在（*，"/ ）上单调递减，在（"/，

%7） 上单调递增， 故 ） （"）BA查 #1
"/ （

所 "槡 / #
所

& "槡 /

（所 "槡 / ，*，解得 "/ （
/
&
，

故 所（槡& 1
/
& #槡&1#故 所 的取值范围

为［槡&1，%7）#
（（）【证明】因为函数 4（"）存在零点，所

以方程 1"（所槡"（9"#* 有解，设为 "*，其
中 "*（*，
若 "* #*，则 /（所@*（9@*#*，该式不成
立，故 "*｛*#

故 所 "槡 * %9"*（1
"* #*，考虑关于 所，9的直

线方程 所 "槡 * %9"*（1
"* #*，

则 所&%9槡
& 表示原点与直线 所 "槡* %9"*（1

"* #

* 上的动点（所，9）之间的距离，g

则 所&%9槡
& （

1
"*

"&
*%"槡 *

，即 所&%9&（
1
&"*

"&
*%"*

，

"*｛* 时，要证 所&%9&｛&，只需证
1
&"*

"&
*%"*

｛&，

即证 1
&"*（&"&

*（&"*｛*#
令 因（"）#1&"（&"& （&"，则 因以（"）#&1&"（



9"（&#&（1&"（&"（/），
令 Q（"）#1&"（&"（/，则 Q以（"）#&（1&"（
/）｛* 在（*，%7）上恒成立，所以 Q（"）
在（*，%7） 上单调递增，此时 Q（"） ｛
Q（*）#*#
即 因以（"）｛* 在（*，%7）上恒成立，所以
因（"） 在 （ *， %7） 上单调递增， 此时

因（"）｛因（*）#/｛*，故
1
&"*

"&
*%"*

｛&，即 所&%9&｛

& 成立#

成%立#Y'R=ef+,4g
hiAjekH

#$
0#到g考查点 端点效应

【解析】 4（"） 的定义域为 则，4（（"） #
（4（"），且 4以（"）#&>4?"（0）*，所以函
数 4（"）为 则上的减函数且为奇函数，因
此 4（-所（0） %4（ 所& ） ｛*.4（-所（0） ｛
（4（所&）#4（ （所& ） . -所 （0 ）（所&， 即
&所（0）（所&，
（&所（0）（所&{ .

（0）所）/，
（/）所）0{ .（/）所）/#故

选 ，#
选#&g突破点 构造函数、基本不等式的

应用
【解析】令 ）（"）#4（"%/）#1"（1（"%?A查 "，
定义域为 则，
）（（"） #1（"（1"%?A查 （（"） #1（"（1"（
?A查 "#（）（"），
故 ）（"）为奇函数，即4（（"%/）#（4（"%/），

）以（"） #1"%1（"%>4?"（ & 1"·1（
槡

"%
>4?"#&%>4?"｛*，当且仅当 "#* 时等号
成立，
故 ）（"）为 则上的增函数，
4（"& （"（&） %4（（&"） （ *.4（"& （"（
&）（（4（（&"），
故 4［（"& （"（0） %/］（（4［（（&"（/） %
/］#4［（&"%/）%/］，
即 ）（"&（"（0）（）（&"%/），
所以 "&（"（0（&"%/，即 "&（0"（9（*，
解得 "（9 或 "，（/#
故选 ,#

故#&g突破点 利用导数求函数的最值（不
含参）、利用导数研究不等式恒成立问题
【解析】依题意，3"｛*，4（"）｛）（"））所）
"1"（"（3查 "恒成立，令 1 （"）#"1"（"（
3查 "，"｛*，

求导得 1以（"）#（"%/）1"（/（
/
"

#（"%/）·

1"（/
"( ) ，令 '（"） #1"（ /

"
，则易知

'（"）在（*，%7）上单调递增，

且 '
/
&( ) #槡1（&）*，'（/）#1（/｛*，则存

在 "* "
/
&
，/( ) ， 使得 '（"* ） #*， 即

1
"* #/

"*
#



当 *)")"* 时， 1:（"） )*；当 "当"* 时，
1:（"）当*，所以函数 1（"）在（*，"*）上单
调递减，在 （"*，，7） 上单调递增#由

1
"* #/

"*
，得 "*1

"* #/，"* ，3= "* #*，因此

1（"））A= #1（"*）#"*1
"*'"*'3= "* #/，

则 ,)/，所以 , 的最大整数值为 *#
故选 ,#

%#&"突破点 导数的几何意义、数形结
合法
【解析】 原不等式可化为 为,"',当"1"，
设 4（"）#为,"',，，（"）#"1"，
则函数 4（"） #为,"', 的图象过定点
/
为
，*， ) ，因为不等式 "1"'为,"，,)* 的解

集非空，所以函数 ，（"）#"1"的图象一定
有部分在函数 4（"）#为,"', 的图象的下
方，又因为不等式 "1"'为,"，,)* 的解集
中无整数解，所以该部分图象对应的横
坐标中没有整数，
由 ，（"）#"1"，得 ，:（"）#（"，/）1"#考虑
临界情况：直线 4（"）#为,"', 与曲线
，（"）#"1"相切时，设切点为（（，(），

则有
为,#（（，/）1（，
（1（#为,（',，{ 消 去 , 整 理 得

为（为'（'/'*，解得 （#'/
为 或 （#/，

若 （#/，则切点横坐标为 /，当直线

4（"）#为,"', 绕点
/
为
，*， ) 旋转时，要使

不等式 "1"'为,"，,)* 的解集非空，解集
中一定含有整数 /，所以不合题意，（#/
舍去；

故 （#' /
为
， 则切线的 斜 率 为 为, #

'/
为
，/， ) 1

'/
为 #槡1

为1
，解得 ,#槡

1
解1

#

又由题意知原不等式无整数解，结合图
象可得当 "#'/ 时，4（'/）#'为,', #

'0,，，（'/）#'/
1
，当 4（'/）#，（'/）时，

解得 ,#
/
01

，当直线 4（"）#为,"', 绕点

/
为
，*， ) 旋转时，

要使不等式 "1"'为,"，,)* 的解集非空，

且解集中无整数解，必有
/
01有

,)槡
1
解1

，故

实数 , 的取值范围是 /
01

，槡
1
解1[ ) #

故选 ,#

故#选"突破点 同构思想



【解析】由 4（"）#1"',3= ,',3=（"'/），

,）* 可得
1"

,
'3= ,）3=（"'/）'/，

即 1"'3= ,，"'3= ,）"'/，3=（"'/），
构造函数 ，（"）#1"，"，则 ，:（"）#/，1"当
*，故函数 ，（"）为 #上的增函数，
所以 ，（"'3= ,）），（3= （"'/）），则 "'
3= ,）3=（"'/），
即 3= ,有"'3=（"'/），"当/，令 1（"）#"'
3=（"'/），"当/，

则 1:（"）#/'
/

"'/
#"'为
"'/

，当 /)")为 时，

1:（"）)*，此时函数 1（"）单调递减，
当 "当为 时，1:（"）当*，此时函数 1（"）单调
递增，
所以 3= ,有 1 （"））A= #1 （ 为） #为，解得
,有1为#
故实数 , 的取值范围为（*，1为］#故选 +#

%&'( 已知 4（"）#1"',3= （ ,"'

,） ，,，"当/，则 4:（"） #1"' ,
"'/

， 令

1（"）#4:（"），则 1:（"）#1"， ,
（"'/） 为当*，

所以 4:（"）在（/，，7）上单调递增，且
3A）
"8/，

4:（"）)*，3A）
"8，7

4:（"）当*，

由函数零点存在定理，可知存在唯一的
"*的（/，，7），使得 4:（"* ）#*，则 , #

（"*'/）1
"*，

且 4（"）在 （ /，"* ）上单调递减，在 （"*，
，7）上单调递增，所以 4（"））4（"* ）#

1
"*'（"*'/）1

"*［为3=（"*'/），"*］，（"*'/）·

1
"* #1

"*｛"*'（"*'/） ［为3=（"*'/），"*］｝）

*，即
"*

"*'/
'为3=（"*'/）'"*）*，

令 令#"*'/，令当*，

设 ，（令）#
令，/
令
'为3= 令'（令，/）#

/
令
'令'为3= 令，

则 ，:（令）#'/
令为
'/'

为
令
#
'（令，/） 为

令为
)*，

所以 ， （令） 在 （ *，，7） 上单调递减，且
，（/）#*，所以由 ，（令））* 可得 *)令有/，
则 /)"*有为，

因为 , 关于"* 单调递增，所以 ,的（*，1为］#

］#选"突破点 将不等式恒成立问题转化
为函数最值问题、放缩法

【解析】不等式
为$"为

/，3= "
'1(，/ ）* 对任意

"的
/
1
，1， ) 恒成立，

即
为$
1(，/）

/，3= "
"为 在

/
1
，1， ) 上恒成立，

令 4（"）#
/，3= "
"为 ，"的

/
1
，1， ) ，

则 4:（"）#
'/'为3= "

"0 ，

令 4:（"）当*，得
/
1
)")1

'/
为 ，令 4:（"）)*，



得 1
'/

为 )")1，

所以 4（"）在
/
1
，1

'/
为， ) 上单调递增，在

， 1'/
为 ，1) 上单调递减，

所以 4（"））CH#4（1
'/

为 ）#
1
为
，

所以
为$
1(，/）

1
为
，即 1(有

解$
1为 ，$当*#

令 ，（"）#1"'1"，"的
/
1
，1， ) ，则 ，:（"）#

1"'1，所以当 "的
/
1
，/， ) 时， ，:（"） )

*，， （"） 单调递减，当 "的 （ /，1） 时，
，:（"）当*，，（"）单调递增，所以 ，（"））
，（/）#*，故 1(）1(，当且仅当 (#/ 时等
号成立，

所以 1(有
解$
1为 ，即

(
$
有

解
10 ，

所以
(
$
的最大值为

解
10 #

故选 +#
)#-"考查点 求过一点的切线方程、恒成

立及有解问题的综合应用

【解析】4:（"）#1"' /
"，/

，因为 为#1"在

（'/，，7）上单调递增，为#' /
"，/在

（'/，

，7）上单调递增，所以 4:（"）#1"' /
"，/

在（'/，，7）上单调递增，又 4:（*）#1*'
/

*，/
#*，所以当 * )")为 时，4:（"） 当

4:（*）#*，故 +错误；
由对 +的分析可知，当'/)")* 时，
4:（"）)*，当 "当* 时，4:（"）当*，
所以 4（"）在（'/，*）上单调递减，在（*，
，7）上单调递增，所以 4（"）在 "#* 处取
得最小值，4（*）#1*'3=（*，/）'/#*，无
最大值，故 ,错误；
由上述分析知 4（"））A= #*，由题可知，
，"为的（*，，7），使得 4（"/）），（"为）成
立，则 ，（"））A=有*#对于函数 ，（"）#3= "'
,"，"当*，当 "8*，时，，（"）8'7，故无论
, 取什么值，都满足，"的（ *，，7），使
得 ，（"）有*，
则 , 的取值范围为 #，故 故错误；

不妨设切点为 （"*，1
"* '3= （"* ，/） '

/），4:（"* ）#1
"* ' /

"*，/
，则切线方程为

为'［1
"*'3=（"*，/）'/］#， 1"*' /

"*，/ ) （"'
"*），把点 （ *， *） 代入，可得 * '［1

"* '

3=（"*，/）'/］#， 1"*' /
"*，/ ) （*'"*），

即（"*'/）1
"*，3=（"*，/），

/
"*，/

#*#

令 1（"） #（"'/） 1"，3= （"，/） ， /
"，/

，



"当'/，

则 1:（"） #"1"， /
"，/

' /
（"，/） 为 #"1"，

"
（"，/） 为 #"[ 1"， /

（"，/） 为 ） ，
因为 1"， /

（"，/） 为当* 对 "当'/ 恒成立，

所以当'/)")* 时，1:（"）)*，当 "当* 时，
1:（"）当*，
故 1（"）在（'/，*）上单调递减，在（ *，
，7）上单调递增，
又 1（*）#*，所以 1（"）只有一个零点为

*，即只有 "* #* 时，（"* '/）1
"* ，3=（"* ，

/），
/

"*，/
#* 成立，故过点 （ *， *） 作

为#4（"）的切线有且只有一条，故 -正
确#故选 -#

)*+, 一般 地， 已 知 函 数 为#
4（"），"的［,，9］，为#，（"），"的［［，@］
（/） 若3"/ 的 ［ ,，9］，3"为 的 ［［， @］，总
有 4（"/ ） )， （ "为 ） 成 立， 故 4（"））CH)
，（"））A=；
（为） 若3"/ 的 ［ ,，9］，，"为 的 ［［， @］，有
4（"/）)，（"为）成立，故 4（"））CH)，（"））CH；
（0） 若，"/ 的 ［ ,，9］，，"为 的 ［［， @］，有
4（"/）)，（"为）成立，故 4（"））A=)，（"））CH；
（解） 若3"/ 的 ［ ,，9］，，"为 的 ［［， @］，有
4（"/）#，（"为），则 4（"）的值域是 ，（"）值
域的子集#

*#选"突破点 构造函数、变量全分离

【解析】将不等式 1"，/）为 ， ,为"，
/
") ·

3=（,"）变形可得 "（1"，/））（,为"为，/）·
3= （,"） 为，
即（1"，/）3= 1"）［（,"） 为，/］3= （,"） 为，
构造函数 4（"） #（"，/） 3= "，"当*，可

得 4:（"） #3= "，（"，/） ·
/
"

#3= "，

/
"
，/，

令 ，（"）#4:（"）#3= "，
/
"
，/，则 ，:（"）#

/
"
'/
"为 #

"'/
"为 ，

所以当 "的（*，/）时，，:（"）)*，即 ，（"）
在（*，/）上单调递减，
当 "的（/，，7）时，，:（"）当*，即 ，（"）在
（/，，7）上单调递增，
所以 ，（"）），（/）#为，即 4:（"））为，所以
函数 4（"）在（*，，7）上单调递增，
利用4（"）的单调性并根据（1"，/）3= 1"）
［（,"） 为 ，/ ］ 3= （,"） 为 可 得 4（ 1"） ）
4（（,"） 为），则有 1"）（,"） 为，

由 ,当*，"当*，可得1
"
为 ）,"，即 ,有

1
"
为

"对任意



"的（*，，7）恒成立，因此 ,有
1

"
为

"， )
）A=
#

令 1（"）#
1

"
为

"
，"的（*，，7），则 1:（"）#

/
为
"1

"
为 '1

"
为

"为 #
1

"
为 /

为
"'/， )

"为 ，

显然当 "的（*，为）时，1:（"）)*，则函数
1（"）在（*，为）上单调递减，
当 "的 （ 为，，7） 时， 1:（"） 当*，则函数
1（"）在（为，，7）上单调递增，

所以 1 （"））A= #1 （ 为 ） # 1
为
， 即 , 有

1
"
为

"， )
）A=

#1
为
，因此正实数 , 的最大值是

1
为
#故选 +#

+#""突破点 变量半分离
【解析】令 4（"）)* 得 1"（,"'/）)"'为，所

以 ,"'/)
"'为
1" ，

令 ，（"）#,"'/，1（"）#
"'为
1" ，

则问题转化为 ，（"）)1（"）存在唯一的整
数解 "*#

因为 1:（"）#
'"，0
1" ，所以当 "的（'7，0）

时，1:（"）当*，1（"）单调递增，当 "的（0，
，7）时，1:（"）)*，1（"）单调递减#
又 "8，7时， 1 （"） 8 *，，"8'7时，
1（"）8'7，1（*）#'为，1（为）#*，
故可作出 1（"）的图象如图图所示#

图图
，（"）#,"'/ 的图象过定点（*，'/），
则当 ,有* 时，显然 ，（"）)1（"）存在无数
个整数解，不符合题意#
当 ,当* 时，，（"）)1（"）的唯一整数解可
以为'/ 或 /#
当 "* #/ 时，如图如所示，

图如

则
,当*，
，（为））1（为），
，（/）)1（/），{ 解 得 , 的 [ /

为
， / '



/
1) #
当 "* #'/ 时，如图$所示，

图$

则
,当*，
，（'为））1（'为），
，（'/）)1（'/），{ 解得 ,的 ， 01'/，

为1为'/
为 ） #

综上， ,的
/
为
，/'

/
1[ ) ! ， 01'/，为1为 '

/
为 ） #故选 故#

!,#突破点 端点效应
【解】（/）当 ,#/ 时，4（"）#"'03= "，其

中 "当*，则 4:（"）#/'
0
"
#"

'0
"

，

由 4:（"）)* 可得 *)")0，由 4:（"）当* 可
得 "当0，
所以函数 4（"）的单调递减区间为（*，
0），单调递增区间为（0，，7），
所以 4（"））A= #4（0）#0'03= 0#
（为）因为 1（"）#4（"）'，（"）#"'（,，为）·

3= "'
,，/
"

，其中 "当*，

则 1:（"）#/'
,，为
"

，,，/
"为

#"
为'（,，为）"，（,，/）

"为

#（"
'/）［"'（,，/）］

"为 #

当 ,，/有*，即 ,有'/ 时，由 1:（"）)* 可
得 *)")/，由 1:（"）当* 可得 "当/，
此时函数 1（"）的单调递减区间为（*，
/），单调递增区间为（/，，7）；
当 *),，/)/，即'/),)* 时，
由 1:（"）)* 可得 ,，/)")/，由 1:（"）当*
可得 *)"),，/ 或 "当/，
此时，函数 1（"）的单调递增区间为（*，
,，/），（/，，7），单调递减区间为（,，
/，/）；
当 ,，/#/，即 ,#* 时，对任意的 "当*，
1:（"））*，且不恒为 *，
此时函数 1（"）的单调递增区间为（*，
，7），无单调递减区间；
当 ,，/当/，即 ,当* 时，
由 1:（"）当* 可得 *)")/ 或 "当,，/，由
1:（"）)* 可得 /)"),，/，
此时函数 1（"）的单调递增区间为（*，



/），（,，/，，7），单调递减区间为（/，
,，/）#
综上所述，当 ,有'/ 时，函数 1（"）的单
调递减区间为（*，/），单调递增区间为
（/，，7）；
当'/),)* 时，函数 1（"）的单调递增区
间为（*，,，/），（/，，7），单调递减区间
为（,，/，/）；
当 ,#* 时，函数 1（"）的单调递增区间
为（*，，7），无单调递减区间；
当 ,当* 时，函数 1（"）的单调递增区间
为（*，/），（,，/，，7），单调递减区间为
（/，,，/）#
（0）由（为）可知，在区间［/，1］上存在一
点 "*，使得 1（"*）#4（"*）'，（"*）)*，即
在区间［/，1］上，1（"））A= )*#当 ,有*
时，函数 1（"）在［/，1］上单调递增，则
1（"））A= #1（/）#',）*，不符合题意#
当 ,当* 时，函数 1（"）在［/，,，/］上单
调递减，在［,，/，，7）上单调递增，
（（）若 ,，/有1，即 ,有1'/ 时，函数
1（"）在［/，,，/］上单调递减，在［,，/，
1］上单调递增，
所以 1（"））A= #1（/，,）#,'（为，,）·
3=（/，,）)*，
设 （（,）#,'（为，,）3=（/，,），其中 *)

,有1'/，则 （:（,）#' /
/，,

'3=（/，,）)*，

所以函数 （（ ,）在（*，1'/］上单调递
减，则 （（ ,）)（（*）#*，符合题意，故
*),有1'/；
（)）若 ,，/当1，即 ,当1'/ 时，函数 1（"）
在［/，1］上单调递减，

所以 1（"））A= #1（1）#1'（,，为）'
,，/
1

)

*，解得 ,当
1为'为1'/

1，/
，

因 为
1为'为1'/

1，/
' （ 1 ' / ） #

1为'为1'/'（1，/）（1'/）
1，/

#' 为1
1，/

)*，则

,当1'/#
综上所述，实数 , 的取值范围是（*，，7）#

!!#突破点 利用导数研究不等式恒成立问题

【解】（/）4:（"）#' ,
（"，/）为，，:（"）#'9

为"为
，

根据题意有 4（/）#，（/），即
,
为

#/
，9
为

，

4:（/）#，:（/），即',
解

#'9
为
，

联立解得 ,#为，9#/#

（为）由（/）知，4（"）#
为

"，/
，，（"）#

"，/
为"

，

所以函数 1（"）#
4（"）
，（"）

# 解"
（"，/） 为（"（'/

且 "（*），

所以 1:（"）#
解（/'"为）
（"，/） 解 ，

因此函数 1（"）在（'7，'/）和（/，，7）



上单调递减，在（'/，*）和（*，/）上单调
递增，1（/）#/，当 "8'/ 时，1（"）8
'7，当"8'7时，1（"）8*'，当"8，7
时，1（"）8*，，
其大致图象如图，故函数 1（"）只有唯
一的极大值 1（/）#/，无极小值#

（0）当 "当/ 时，
为

"，/
)
（3= "
"'/

)
"，/
为"恒成立

等价于
为（"'/）
"，/

)（3= ")
/
为

"'
/
"， ) 恒成

立，显然有 （当*#

令 =（"）#（3= "'
为（"'/）
"，/

，

则需证 =（"）当* 在（/，，7）上恒成立，

而 =:（"）#
（
"
' 解
（"，/） 为 #

（（"，/） 为'解"
"（"，/） 为 ，

当 （） / 时， =:（"） ）
（"，/） 为'解"
"（"，/） 为 #

（"'/） 为

"（"，/） 为，故 =:（"）当* 在 （/，，7）上恒

成立，
所以 =（"）在（/，，7）上单调递增，
所以当 "当/ 时，=（"）当=（/）#*，符合
题意；
当 *)（)/ 时，记 5（"） #（（"，/） 为 '
解"#（"为，（为（'解）"，（，
则抛物线 为#5（"）的开口向上，对称轴

为直线 "#
为
（
'/当/，

又 5
为
（
'/， ) )5（/）#解（'解)*，

所以当 "的 /，
为
（
'/， ) 时，5（"）)*，从而

=:（"）#
5（"）

"（"，/） 为)*，

所以 =（"）在 /，
为
（
'/， ) 上单调递减，

故当 "的 /，
为
（
'/， ) 时，=（"）)=（/）#

*，不符合题意，
所以 （）/#

再令 D（"）#（3= "'
/
为

"'
/
"， ) ，则需证

D（"）)* 在（/，，7）上恒成立，

而 D:（"）#
（
"
'"为，/

为"为 #
'"为，为（"'/

为"为 ，

当 （#/ 时，D:（"）#
'（"'/） 为

为"为 ，

故 D:（"）)* 在（/，，7）上恒成立，
所以 D（"）在（/，，7）上单调递减，
所以当 "当/ 时，D（"）)D（/）#*，符合
题意；



当 （当/ 时，记 6（"）#'"为，为（"'/，
则抛物线 为#6（"）的开口向下，对称轴
为直线 "#（当/，
又 6（（）当6（/）#为（'为当*，
所以当 "的 （ /，（）时，6（"） 当*，从而

D:（"）#
6（"）
为"为 当*，

所以 D（"）在（/，（）上单调递增，
故当 "的（/，（）时 D（"）当D（/）#*，不
符合题意#
综上可知，实数 （的取值集合为｛/｝#

GH##lmnR=o>Q'

'(
!#选"突破点 构造函数、利用函数的单调

性比较数式的大小

【解析】F9#
3= 为
为

，［#
3= 0
0

，

G构造函数 4（"）#
3= "
"

，"当/，则 4:（"）#

/'3= "
"为 ，令 4:（"）#*，则 "#1#

当 /)")1时，4:（"） 当*；当 "当1时，
4:（"）)*#
故函数 4（"） 在 （ /，1） 上单调递增，在
（1，，7）上单调递减#

由于 9#3= 为
为

#为3= 为
解

#3= 解
解

#4（ 解），［#

3= 0
0

#4（0），且 1)0)解，则 4（0）当4（解），

即 ［当9#

又 9#
3= 解
解

当
/
解

#,，所以 ,)9)［#故选 +#

##&"突破点 同构思想
【解析】 由题意可知 4（"） 的定义域为
（*，，7），,当*，
且 4:（"）#1"'3= "'（,'/）"'3= ,#（1"，
"）'［,"，3=（,"）］，
若4（"）在定义域内是增函数，则4:（"））
* 在定义域（*，，7）上恒成立，
则 1"，"）,"，3=（ ,"）在 （ *，，7）上恒
成立#
方法一：构建函数 ，（"）#"，3= "，"当*，则
，（1"）），（,"），
因为 为#3= "，为#"在 （ *，，7） 上单调
递增，
可知 ，（"）在（*，，7）上单调递增，可得

1"）,"，"当*，即
1"

"）,#

构建函数 1 （"）#
1"

"
，"当*，则 1:（"）#

（"'/）1"

"为
#"

令 1:（"）当*，解得 "当/；令 1:（"）)*，解得
*)")/#
可知 1（"）在（*，/）上单调递减，在（/，
，7）上单调递增，则 1（"））1（/）#1，
可得 ,有1，所以实数 , 的最大值为 1#
故选 ,#



方法二：（1"，"）'［,"，3=（,"）］）*，"当*，
令 "#/，则 1，/','3= ,）*#
设 ，（,）#1，/','3= ,，,当*，

则 ，:（,）#'/'
/
,
)*，

则 ， （ ,） 在 （ *，，7） 上单调递减，且
，（1）#*，则 *),有1#
下证 * ), 有 1时， （ 1"，"） '［ ,"，
3=（,"）］）* 恒成立，
设 1（,）#（1"，"）'［,"，3=（,"）］，

则 1:（,）#'"'
/
,
)*，

则 1 （ ,） 在 （ *，1］ 上单调递减，那么
1（,））1（1）#（1"'1"），［"'3=（1"）］，
由于 "当* 时，1"）1"（提示：不等式放
缩），"）3=（1"），则 1（,））*，当且仅当
"#/ 时等号成立，即得证#故选 ,#

$#""突破点 利用导数研究不等式恒成
立问题、同构思想
【解析】易知 4（"）#,3= "'"的定义域为
（*，，7），
由 4（,"）有1"',"可得 ,3=（,"）',"有1"'
,"，即 ,3=（,"）有1"，"当*，,当*#
方法 一： 因 为 "的 （ *， ，7 ）， 所 以
,"3=（,"）有"1"，即 13= ,"3=（,"）有"1"#
构造函数 ， （"） #"1"，"的 （ *，，7），
则 ，:（"）#（"，/）1"当*，
可知函数 ，（"）在（*，，7）上单调递增，
且 ， （"） 当*，而 ")* 时，"1")*，因此
3=（,"）有"，
即 3= ,，3= "有"，所以 3= ,有"'3= "#
令 1（"）#"'3= "，"的（*，，7），

则 1:（"）#/'
/
"
#"

'/
"

，

当 "的（*，/）时，1:（"）)*，此时 1（"）在
（*，/）上单调递减，
当 "的（/，，7）时，1:（"）当*，此时 1（"）
在（/，，7）上单调递增，
因此 1（"）在 "#/ 处取得极小值，也是最
小值，1（"））A= #1（/）#/，
即可得3= ,有1（"））A= #/，解得 ,的（*，1］#
所以正实数 , 的取值范围是（*，1］#故
选 故#
方法二：设 ，（"）#,3=（ ,"）'1"，"当*，,当

*，则 ，:（"）#
,
"
'1"，令 令（"）#，:（"），则

令:（"）#',
"为 '1

")*，

所以 ， :（"）在（*，，7）上单调递减，且
3A）
"8*，

，:（"）当*，3A）
"8，7

，:（"）)*，

由函数零点存在定理，可知存在唯一的
"* 的 （ *， ，7）， 使得 ， :（"* ） #*， 则

,#"*1
"*，

且 ，（"）在（*，"* ）上单调递增，在（"*，
，7）上单调递减，

所以 ， （"） 有 ， （"* ） #,3= （ ,"* ） '1
"* #

1
"*［"*（为3= "*，"*）'/］有*，



即 "* ，为3= "* '
/
"*

有*，设 1 （"* ）#"* ，

为3= "*'
/
"*

，"*当*，则 1:（"*）#/，
为
"*

，/
"为*

当*，

所以 1（"* ）在（*，，7）上单调递增，且
1（/）#*，所以 *)"*有/，
因为 , 关于"* 单调递增，所以 ,的（*，1］#

%#-"突破点 由导数求函数的最值（不含
参）、利用导数研究能成立问题
【解析】当 ,)* 时，")*，4（,）#,为1,),为)
,为',#，（,），符合题意#
当 ,当* 时，"当*，4（"）有，（"），即 ,"1"，

3=
,
"有"为'"即,"1"，"，3=

,
"有"为即,"1"，

"，3=
,
"
，3= "为有"为 ，3= "为即1"，3=（,"） ，［"，

3=（,"）］有"为，3= "为，
因为 为#"，3= "为（*，，7）上的增函数，

所以 1"，3=（,"）有"为，即 ,"1"有"为即,有
"
1"，

由题意，只需 ,有
"
1"， )

）CH

#

记 1（"）#
"
1"，则 1:（"）#

/'"
1" ，

当 "当/ 时，1:（"）)*，1（"）在（/，，7）上
单调递减，当 *)")/ 时，1:（"）当*，1（"）
在（*，/）上单调递增，

故 1（"））CH#1（/）#
/
1
，所以 *),有

/
1
，

综上，实数 , 的取值范围为（'7，*）!

*，
/
1， ） #故选 -#

故#［/，，7）"突破点 利用导数研究不等
式恒成立问题
【解析】由条件得 1+"'/（+"'/））"3= "#
13= "·3= "，
构造函数 4（"）#"1"（"的#），对其求导
得4:（"）#（"，/）1"，令4:（"）#*得"#'/，
所以当 ")'/ 时，4:（"）)*，函数 4（"）单
调递减，当 "当'/ 时，4:（"）当*，函数 4（"）
单调递增#

因为 +当*，"的
/
1
，，7[ ) ，所以 +"'/当

'/，3= "）'/，根据 4（+"'/））4（3= "），
得 +"'/）3= "，

即 +）
3= "，/

" 对任意 "的 [ /
1
，，7 ) 恒

成立，

只需 +）
3= "，/

"， )
）CH

#

构造函数 ， （"） #3= "，/
"

， "的 [ /
1
，

，7 ) ，则 ，:（"）#
'3= "
"为 ，

令 ，:（"）#* 得 "#/，所以当
/
1有")/

时，，:（"）当*，函数 ，（"）单调递增；
当 "当/ 时， ，:（"） )*，函数 ， （"） 单调
递减，



所以 ，（"））CH#，（/）#/，于是 +）/，因此
实数 +的取值范围是［/，，7）#

）&'( 令 "#/，则 1+（+'/））*，
则 +）/，下证 +）/ 时不等式恒成立#

若 "）
/

+，/
，由于 1+"）+1"，3= "有"'/，则

1+"（+"'/）'1"3= "）1"［+（+"'/）'（"'
/）］#1"（+'/）［（+，/）"'/］）*，当且仅
当 "#+#/ 时等号成立；

若
/
1有")

/
+，/有

/
为
，则 +")

+
/，+

)/，

此时 1+"（+"'/）'1"3= "当+"'/'1"3= "）"'
/'1"3= "#

设 ，（"）#"'/'1"3= "，
/
1有")

/
为
，则

，:（"）#/'1（/，3= "）当/'1/，3=
/
为， ) #

1， /
1
'/，3= 为 ) ，

因为
/
1

，3= 为当/ （提示：此处可以利用

3= 为<*#:8），所以 ，:（"）当*，即 ，（"）在
/
1
，
/
为， ) 上单调递增，

所以 ，（"）），
/
1， ) #/

1
'/，/#

/
1
当*#

综上所述，实数+的取值范围为［/，，7）#

］#
/
1
"突破点 同构思想

【解析】由题意 4:（"）#
/
"
，则 则（"）#

,（1,"，/）'3= "·
/
"
，/， ) ，定义域为（*，，7），

故 ,（1,"，/）'3= "·
/
"
，/， ) ）* 恒成立，

即 ,"（1,"，/））（/，"）3= ".3= 1,"（1,"，
/））（"，/）3= "，
令 R（"）#（"，/）3= "，"的（*，，7），则
R（1,"））R（"），

其中 R:（"）#
/
"
（"，/），3= "#/，

/
"
，

3= "，

令 1（"）#R:（"）#/，
/
"
，3= "，"的（*，

，7），则 1:（"）#'/
"为 ，

/
"
#"

'/
"为 ，

令 1:（"）当* 得 "当/，令 1:（"）)* 得 *)
")/，

故 1（"）#/，
/
"
，3= "在（*，/）上单调递

减，在（/，，7）上单调递增，
故 1（"））1（/）#为 恒成立，
所以 R（"）#（"，/）3= "在（*，，7）上单
调递增，
由 R（1,"））R（"），可得 1,"）"，即 ,"）

3= "，即 ,）
3= "
"

#



令 A （ "） #3= "
"

， "的 （ *， ，7 ）， 则

A:（"）#
/'3= "
"为 ，

令 A:（"）当* 得 *)")1，令 A:（"）)* 得
"当1，

故 A（"）#
3= "
"在（*，1）上单调递增，在

（1，，7）上单调递减，

故 A（"）#
3= "
"在 "#1处取得极大值，也

是最大值，且 A（1）#
/
1
，

故 ,）
/
1
，则正实数 , 的最小值为

/
1
#

)#突破点 利用导数研究不等式恒成立问

题、构造函数
【解】 （ /） 当 , #/ 时，4（"） #1"'为 '0，

4:（"）#1"'为，

4:（为）#1为'为 #/，4（为）#1为'为'0#'为，

所以切点坐标为（为，'为），切线方程为 为，

为#/@（"'为），即 为#"'解，

当 "#* 时，为#'解，当 为#* 时，"#解，

所以直线与 "轴交点为（解，*），与 为轴交
点为（*，'解），

所以切线与坐标轴围成的三角形的面积

为 2#
/
为
@解@$'解$#;#

（为） 因为 4（"） #,1"'为 ，3= ,'0， ,当*，
4（"））3=（"，/），"的（'/，，7），

所以 ,1"'为，3= ,'0）3=（"，/），"的（'/，
，7），

可化为 13= ,，"'为，3= ,，"'为）3=（"，/），"，

/，"的（'/，，7），

即 13= ,，"'为，3= ,，"'为）13=（"，/） ，3=（"，/），

"的（'/，，7），

令 D（（）#1（，（，则 D:（（）#1（，/当*，

所以 D（（）为 #上的增函数，

由 D（3= ,，"'为））D（3=（"，/）），

得3= ,，"'为）3=（"，/），"的（'/，，7），

即 3= , ） 3= （"，/） '"，为， 即 13= , ）
13=（"，/）'"，为，"的（'/，，7），

则 ,）（"，/）1'"，为，"的（'/，，7）#

令 1（"）#（"，/）1'"，为，"的（'/，，7），则
1:（"）#1'"，为'（"，/）1'"，为 #'"1'"，为，

令 1:（"）#*，则'"1'"，为 #*，解得 "#*，

当 "的（'/，*）时，1:（"）当*，1（"）在（'/，
*）上单调递增；

当 "的（*，，7）时，1:（"）)*，1（"）在（*，
，7）上单调递减，

所以 1（"））CH#1（*）#1为，

因为 ,）（"，/）1'"，为 在（'/，，7）上恒成

立，故实数 , 的取值范围为［1为，，7）#



）&'( （为）由于 ,1"'为 ，3= ,'0）
3=（"，/），"的（'/，，7），
令 "#*，则 ,1'为 ，3= ,'0）*，令 （（ ,）#
,1'为，3= ,'0，则 （（,）关于 , 单调递增，
又 （（1为）#*，
所以 ,）1为#
下证：当 ,）1为 时，,1"'为，3= ,'0）3=（"，
/）在（'/，，7）上恒成立，
设 ，（ ,）#,1"'为 ，3= ,'0'3= （"，/），则
，（,）关于 , 单调递增，
所以 ，（,）），（1为）#1"'3=（"，/）'/）"，
/'"'/#*，当且仅当 "#* 时取等号（两
次放缩），即得证#
故实数 , 的取值范围为［1为，，7）#

）H$#pqnR=o>Q'

'(
!#突破点 利用导数证明不等式，函数单

调性、极值与最值的综合应用
（/）【解】4（"）的定义域为（*，，7），

当 ,#/ 时，4（"）#3= "，
/
"
，则 4:（"）#

/
"
'/
"为 #*，解得 "#/#

当 "的（*，/）时，4:（"）)*，故 4（"）在（*，
/）上单调递减；
当 "的（/，，7）时，4:（"）当*，故 4（"）在
（/，，7）上单调递增#
故 4（"）的单调递增区间为（/，，7）#

（为）【证明】由 4:（"）#
,
"
'/
"为 #*，解得

"#
/
,
，

当 "的 *，
/
,， ) 时，4:（"）)*，故 4（"）在

*，
/
,， ) 上单调递减；

当 "的
/
,
，，7， ) 时，4:（"）当*，故 4（"）在

/
,
，，7， ) 上单调递增#

故 4（"））4
/
,， ) #,',3= ,#

设 ，（"）#"'/'3= "，"当*，

则 ，:（"）#/'
/
"
#"

'/
"

，

当 "的（*，/）时，，:（"）)*，，（"）在（*，/）
上单调递减，
当 "的 （ /，，7）时，，:（"） 当*， ， （"） 在
（/，，7）上单调递增，
所以 ，（"）），（/）#*，即 "当* 时，"'/）
3= "即"（"'/） ）"3= "即'"（"'/） 有
'"3= "，"
所以 ,',3= ,）,',（,'/）#为,',为，当 ,#
/ 时等号成立，

又（为,',为）' 解'
为
,
',为， ) #为,，

为
,
'解）



为 为,·
为
,槡 '解#*，当且仅当 ,#/ 时等

号成立 ， 另解：要证 ,',3= ,）解'
为
,
',为，

由于 3= ,有,'/，故 ,',3= ,'解，
为
,
，,为）

,',（,'/）'解，
为
,
，,为 #为,，

为
,
'解）*，

当且仅当 ,#/ 时取等号 ) ，
故 4（"））4

/
,， ) #,',3= ,）为,',为）解'

为
,
',为，当且仅当 , #/ 时等号成立，

得证#
##突破点 利用导数证明不等式、分类讨

论求含参函数的单调区间
（/）【解】由题知 1（"）#,"'4（"）#,"'
3= "，其定义域为（*，，7），则 1:（"）#,'
/
"
#,"

'/
"

#

当 ,有* 时，1:（"）)*，1（"）在（*，，7）上
单调递减；

当 ,当* 时，令 1:（"）当*，解得 "当
/
,
，令

1:（"）)*，解得 *)")
/
,
，

G函数 1（"）在 *，
/
,， ) 上单调递减，在

/
,
，，7， ) 上单调递增#

综上所述，当 ,有* 时，函数 1（"）在（*，
，7）上单调递减；

当 ,当* 时，函数 1（"）在 *，
/
,， ) 上单调

递减，在
/
,
，，7， ) 上单调递增#

（为）【证明】要证 "4（"）当，（"）'/，即证

"3= "，/当
0证A= "
为，>4证"

#

由（/）知当 ,#/ 时，1（"）#"'3= "在（*，
/）上单调递减，在（/，，7）上单调递增，
G1 （"） ） 1 （ /） #/ '3= / #/，即 "'
3= "）/，

G
/
"
，3= "）/，G/，"3= "）"#

令 Q（"） #"'
0证A= "
为，>4证"

，则 Q:（"） #/'

0>4证"（为，>4证"），0证A=为"
（为，>4证"）为 #（>4证"

'/）为

（为，>4证"）为）* 在

（*，，7）上恒成立，且不恒为 *，
GQ（"）在（*，，7）上单调递增，
G当 "当* 时，Q（"） 当Q（ *） #*，即 "'
0证A= "
为，>4证"

当*，即 "当
0证A= "
为，>4证"

，G/，"3= "）

"当
0证A= "
为，>4证"

，

G原不等式成立#



成立%#rstk立

'(
!#突破点 含参分类讨论函数的单调性

【解】 （ /） 函数 4（"） 的定义域为 （ *，
，7），"

4:（ "） # /
"

， ,"' （ , ，/ ） #

,"为'（,，/）"，/
"

#（"
'/）（,"'/）

"
#

图当 ,有* 时，令 4:（"）当*，得 *)")/，
令 4:（"）)*，得 "当/，
所以 4（"）的单调递增区间为（*，/），单
调递减区间为（/，，7）；
如当 *),)/ 时，令 4:（"）当*，得 *)")/ 或

"当
/
,
，令 4:（"）)*，得 /)")

/
,
，

所以 4（"） 的单调递增区间为 （ *，/），
/
,
，，7， ) ，单调递减区间为 /，

/
,， ) ；

$当 ,#/ 时，则 4:（"））*，且不恒为 *，
所以函数 4（"）的单调递增区间为（ *，
，7），无单调递减区间；

；当 ,当/ 时，令 4:（"）当*，得 *)")
/
, 或

"当/，令 4:（"）)*，得
/
,
)")/，

所以 4（"）的单调递增区间为 *，
/
,， ) ，

（/，，7），单调递减区间为
/
,
，/， ) #

综上所述，当 ,有* 时，4（"）的单调递增区
间为（*，/），单调递减区间为（/，，7）；
当 *),)/ 时，4（"）的单调递增区间为（*，

/ ），
/
,
，，7， ) ， 单 调 递 减 区 间

为 /，
/
,， ) ；

当 ,#/ 时，4（"）的单调递增区间为（*，
，7），无单调递减区间；
当 ,当/ 时，4（"） 的单调递增区间为

*，
/
,， ) ， （ /， ，7 ）， 单 调 递 减 区 间

为
/
,
，/， ) #

（为） ， （"）#4（"） ，"#3= "，
,
为

"为 ',"，

则 ，（"）的定义域为（*，，7），

，:（"）#
/
"
，,"',#

,"为',"，/
"

，因为 ，（"）

有两个极值点 "/，"为（*)"/)"为），
所以方程 ,"为',"，/#* 的判别式 !#,为'

解,当*，且 "/，"为 #/，"/"为 #
/
,
当*，得 ,当解#

，（"/）'，（"为）#3= "/，
,
为
"为
/ ',"/ '3= "为 '

,
为
"为
为，,"为 #3=

"/

"为

， ,
为

（"为
/ '"

为
为 ） ',（"/ '

"为）#3=
"/

"为

，,
为
（"为

/'"
为
为）',（"/'"为）（"/，



"为）#3=
"/

"为

',
为
（"为

/'"
为
为）#

因为 ，（"/ ）'，（"为 ））（"/"为，所以
（
, 有

3=
"/

"为

'/
为 ， "/

"为

'
"为

"/
) ，

令 令#
"/

"为
（*)令)/），设 1（令）#3= 令'

/
为 ， 令'

/
令) ，
则 1:（令）#

/
令
'/

为 ， /，/
令为 ) #

'令为，为令'/
为令为

#

'（令'/） 为

为令为
)*，则 1 （令） 在 （ *， /） 上单调

递减，
所以 *)令)/ 时， 1 （令） 当1 （ /）#*，所以
（
, 有*，即（有*，所以实数（的最大值为

*#
##突破点 根据极值点个数求参数，函数

新定义问题
（/） 【解】 由 4（"） #"0 ，（"为 '为，可得
4:（"）#0"为，为（"，令 4:（"）#*，解得 "/ #

*，"为 #'
为（
0
，

由函数 4（"） 为 “'函数”，得 "/ ，"为 )
*)4（"/），4（"为），

可得 *， '为（
0， ) )*)'为， '为（

0， )
0

，（·

'为（
0， )

为

'为，解得 （当0#

故实数 （的取值范围为（0，，7）#

（为）图【解】4（"）#1"'/
为
"为',"'/，求导可

得4:（"）#1"'"',，令 ，（"）#4:（"），
由题意可得函数 ，（"）存在两个不同的
变号零点，又 ，:（"）#1"'/，
令 ，:（"） #*，解得 "#*，当 ")* 时，
，:（"）)*，则 ， （"） 在 （'7，*） 上单调
递减，
当 "当* 时，，:（"）当*，则 ，（"）在（*，，7）
上单调递增，所以 ，（"）），（*）#/',#
又 "8'7时，，（"）8，7，"8，7时，
，（"）8，7，所以当 ， （ *） )* 时，函数
，（"）存在两个不同的变号零点，
可得 /',)*，解得 ,当/#
故实数 , 的取值范围为（/，，7）#
如【证明】由图可得 ，（"）#4:（"）#1"'"'
,，易知方程 ，（"）#* 存在两个不相等的
实数根，
设为 "0，"解，由图不妨设 "0)*)"解#
令 1（"）#，（"）'，（'"）#1"'1'"'为"，
求导可得 1:（"）#1"，1'"'为，由 1"，1'"）
为，当且仅当 "#* 时取等号，则 1:（"））
*，且不恒为 *，
所以函数 1 （"） 为 #上的增函数，由
1（*）#*，则当 "当* 时 1 （"） 当*， 可
得 ，（"）当，（'"）#



由 ，（"0）#，（"解）当，（'"解），且函数 ，（"）
在（'7，*）上单调递减，则 "0)'"解，可得
"0，"解)*#
当 "0)")* 时，4:（"）#， （"） )*，则函
数 4（"）在（"0，*）上单调递减，
由 "0)'"解 )*，则 4（"0 ） 当4（'"解 ），所以
4（"0），4（"解）当4（'"解），4（"解），
要证 4（"0 ），4（"解 ）当*，只需证 4（'"解），
4（"解）当*，

由 4（'"解），4（"解 ）#1
"解 ，1

'"解 '"为
解 '为，则令

=（"）#1"，1'"'"为'为，
求导可得 =:（"）#1"'1'"'为"，令 D（"）#
=:（"），则 D:（"）#1"，1'"'为当* 在 （ *，
，7）上恒成立，
所以函数 D（"）在（*，，7）上单调递增，
则当 "当* 时， D（"） 当D（ * ） #*， 即
=:（"）当*，
所以函数 =（"）在（*，，7）上单调递增，
则当 "当* 时，=（"）当=（*）#*，
所以不等式 1"，1'"'"为'为当* 在（*，，7）
上恒成立，可得 4（'"解），4（"解）当*，
综上所述，"0，"解 )*)4（"0），4（"解 ），所以
函数 4（"）为“'函数”#

GH故#_`cuvkH

'(
!#突破点 根据极值点个数求参数、利用

导数证明不等式
（/）【解】当 （#/ 时，4（"）#（"'解）1"'
/
0
"0，0

为
"为，

则4:（"）#（"'0）1"'"为，0"#（"'0）（1"'"）#
令 D（"）#1"'"，则 D:（"）#1"'/，
当 "当* 时，D:（"）当*，D（"）单调递增，当
")* 时，D:（"）)*，D（"）单调递减，
即当 "#* 时，D（"）取极小值，也为最小
值，且 D（"））A= #D（*）#/当*，
可得 1"当"，故 1"'"恒为正#
令 4:（"）当* 可得 "当0，令 4:（"）)* 可得
")0，
所以函数 4（"）在（'7，0）上单调递减，
在（0，，7）上单调递增#
（为）【解】4:（"）#（（"'0）1"'"为 ，0"#

（（"'0）· ， 1"'"
（ ) ，

分析可得，若函数 4（"）只有唯一的极值

点，则函数 为#1"'"
（无变号零点#

令 1"'"
（

#*，即 （#"
1"，

设函数 ，（"）#
"
1"，则 ，:（"）#

/'"
1" ，

令 ，:（"）当* 可得 ")/，令 ，:（"）)* 可得
"当/，
所以函数 ，（"）在（'7，/）上单调递增，
在（/，，7）上单调递减，
则当 "#/ 时，，（"）有极大值，也为最大

值，且 ，（"））CH#，（/）#
/
1
，当 "8'7时，



，（"）8'7，当 "8，7时，，（"）8*，，
作出函数 ，（"）的大致图象如图图所示，

故实数 （的取值范围为
/
1
，，7[ ) #

图图
（0） 【证明】4:（"）#（（"'0）1"'"为 ，0"#

（（"'0）· ， 1"'"
（ ) ，

由函数 4（"）有三个极值点 "/，"为，"0，分

析可得 1"'"
（

#* 有两个均不等于 0 的

不相等的实数根，即 （#"
1"有两个均不

等于 0 的不相等的实数根，设 "/ 为

0，（#"
1"的两个根分别为 "为，"0（"为)"0）#

令函数 1（"）#
"
1"，

由（为）的分析作出 1（"）的图象如图如所
示，现证明 "为，"0当为，

图如
由图分析可得，*)"为)/，"0当/，为'"为当/，
要证明 "为 ，"0 当为，即证 "0 当为'"为，即证
1（"0）)1（为'"为），即证 1（"为）)1（为'"为），
令 =（"）#1（"）'1（为'"），则接下来需证
明 =（"）)* 在（*，/）上恒成立#

因为 =:（"）#
/'"
1" '/'"

1为'"#（/'"） ， /
1"'

/
1为'") ，*)")/ 时，=:（"）当*，所以 =（"）在

（*，/）上单调递增，
所以 *)")/ 时，=（"） )=（ /） #*，即
1（"）)1（为'"），所以 "为，"0当为，
又因为 "/ #0，所以 "/，"为，"0当所#

##突破点 利用导数证明不等式、根据极
值点个数求参数
（/）【解】由题意知函数 4（"）的定义域为
（*，，7），

4:（"）#
/
"
，为,"'/）* 在（*，，7）上恒

成立，

所以 为,）' /
"为 ， /

"在 （ *，，7） 上恒

成立，

又'/
"为 ，

/
"

#' /
"
'/

为， )
为

，/
解 有

/
解
，当

且仅当 "#为 时，等号成立，



所以 为,）
/
解
，即 ,）

/
;
，故 , 的取值范围

是
/
;
，，7[ ) ，

（为）【证明】若 ,#*，则 4（"）#3= "'"，/，

"当*，所以 4:（"）#
/
"
'/#

/'"
"

，

令 4:（"）#*，解得 "#/，所以当 *)")/
时，4:（"）当*，当 "当/ 时，4:（"）)*，
所以 4（"）在（*，/）上单调递增，在（/，
，7）上单调递减，
所以 4（"）有4（/）#*，当且仅当 "#/ 时，
等号成立#

令 ，（"） #解1"'为

"为 '/，"当*，则 ，:（"） #

解（"为'为"）1"'为

"解 #解（"
'为）1"'为

"0 ，

令 ，:（"）#*，解得 "#为，所以当 *)")为
时，，:（"）)*，当 "当为 时，，:（"）当*，
所以 ，（"）在（*，为）上单调递减，在（为，
，7）上单调递增，
所以 ，（"）），（为）#*，当且仅当 "#为 时，
等号成立，
所以 4（"） 有*有 ， （"），又等号不同时
成立，

所以 4（"）)
解1"'为'"为

"为 #

（0）【证明】由题意可知 4:（"）#
/
"
，为,"'

/#
为,"为'"，/

"
，"

因为 4（"）有两个极值点 "/，"为（"/)"为），
所以 "/，"为 是方程 为,"为'"，/#* 的两个
不同的根，

则

"/，"为 #
/
为,

，

"/"为 #
/
为,

，

!#/';,当*，











所以 4（"/）'4（"为）
#（3= "/，,"

为
/'"/，/）'（3= "为，,"

为
为'"为，/）

#3=
"/

"为

，,（"为
/'"

为
为）'（"/'"为）

#3=
"/

"为

，/
为
@
"为
/'"

为
为

"/，"为

'（"/'"为）

#3=
"/

"为

'
"/'"为

为
，

所以要证 4（"/ ）'4（"为 ）) 为,'
/
为， ) （"/ '

"为），即证 3=
"/

"为

'
"/'"为

为
)， 为,'

/
为 ) （"/'

"为），

即证 3=
"/

"为
)为, （"/ '"为 ），即证 3=

"/

"为
)

"/'"为

"/，"为
，即证 3=

"/

"为
)

"/

"为

'/

"/

"为

，/
#

令 令#
"/

"为
（*)令)/），则证明 3= 令)

令'/
令，/即可，



令 1（令）#3= 令'
令'/
令，/

，则 1:（令）#
令为，/

令（令，/） 为当*

在（*，/）上恒成立，
所以 1（令） 在 （ *，/） 上单调递增，此时

1（令）)1（/）#*，即 *)令)/ 时，3= 令)
令'/
令，/

，

所以 原 不 等 式 4（ "/ ） '4（ "为 ） )

为,'
/
为， ) （"/'"为）成立#

成立9%:;

%&

刷小题
!#选"命题点 导数的几何意义

【解析】 因 为 4（"） #1"，为证A= "
/，"为 ， 所 以

4:（"）#
（1"，为>4证"）（/，"为）'为"（1"，为证A= "）

（/，"为）为 ，

所以 4:（*）#0，所以曲线为#4（"）在点（*，
/）处的切线的方程为 为#0"，/，当 "#*

时，为#/；当 为#* 时，"#'
/
0
#则所求三角

形的面积 2 # /
为

@/@ '/
0

# /
:
#故

选 +#
##&"命题点 利用导数研究函数的极值

与最值

【解析】 4:（"） # ,
"

' 9
"为 ，由条件，得

4（/）#9#'为，
4:（/）#,'9#*，{ 所 以 ,#9#'为， 即

4:（"）#'为
"

，为
"为 ，所以 4:（为）#'为

为
，

为
为为 #'

/
为
#故选 ,#

$#-"命题点 导数的几何意义
【解析】设切点为（"*，为*），因为 为:#1"，所
以曲线 为#1"在点（"*，为*）处的切线方程
为 为'1"* #1"* （"'"*）#又因为点（,，9）在
此切线上，所以 9'1"* #1"* （,'"*），整理
得 9#（,'"*，/）1

"* #
令 4（"）#（ ,'"，/）·1"，所以 4:（"）#
（,'"） 1"，则当 "), 时，函数 4:（"） 当
*，4（"）在（'7，,）上单调递增；当 "当
, 时，函数 4:（"）)*，4（"）在（,，，7）上
单调递减，所以函数 4（"）在 "#, 处取得
最大值 4（,）#1,，且当 "8，7时，4（"）8

$$$$$$$'7，当 "8'7时，4（"）8*
$$$$$$$$$$

（提示：判断
极值点两侧的图象趋势）#因为过点（,，
9）的切线有两条，即方程 9#（,'"*，/）·
1"* 有两个不相等的实数根，所以 *)9)



1,，故选 -#
%#解"命题点 导数的几何意义

【解析】由 为#1"，"，,，得 为:#1"，/#设切
点为 %（"*，为*），由直线 为#为"，所 是曲线
为# 1" ，"， , 的 一 条 切 线， 得

1
"*，/#为，

为"*，所#1
"*，"*，,，{ 解得

"* #*，
,#解#{

，&'( 设切点为 %（"*，为* ），则

为:$"#"* #1
"*，/#为，所以 "* #*，因此 为* #

为"*，所#所#因为点 %（*，所）在曲线 为#1"，
"，, 上，所以 ,#解#

故#3= 为"命题点 导数的几何意义
【解析】令 4（"）#1"，"，则 4:（"）#1"，/，
所以曲线为#1"，"在点（*，/）处的切线斜
率为 4:（*）#为，所以切线方程为 为#为"，

/#令 ，（"）#3=（"，/），,，则 ，:（"）#
/

"，/
#

因为直线 为#为"，/ 也是曲线 为#，（"）的

切线，所以令
/

"，/
#为，解得 "#'/

为
，则曲

线 为#，（"）与直线 为#为"，/ 的切点坐标

为 '/
为
，*， ) ，所以 * #,'3= 为，解得 , #

3= 为#
］#（'7，'解）!（*，，7）"命题点 导数

几何意义的应用
【解析】因为 为#（"，,）1"，所以 为:#（"，

,，/）1"#设切点为（"*，（"*，,）1
"*），则切

线方程为 为'（"*，,）1
"* #（"*，,，/）1

"*·
（"'"*），将（*，*）代入，整理得 "为

*，,"*'
,#*，由题意得 !#,为，解,当*$$$$（提示：有两
条过原点的切线，则有两个切点，即方
程有两个解），解得 ,)'解 或 ,当*，所以
, 的取值范围是（'7，'解）!（*，，7）#

)#为#
/
1
""为#'/

1
""命题点 导数的几

何意义
【解析】当 "当* 时，为#3= "，设切点为（"*，

为*），"* 当*，则由 为:#
/
"
，得切线斜率 +#

/
"*

#又切线的斜率为
为*

"*
，所以

/
"*

#
为*

"*
，解

得为* #/，代入 为#3= "，得 "* #1#所以 +#
/
1
，所以切线方程为 为#

/
1
"#同理可求

得当 ")* 时的切线方程为 为#'/
1
"#综

上，两条切线方程分别为 为#/
1
"，为#

'/
1
"#

*#（*，/）"命题点 利用导数的几何意义
求切线方程及取值范围问题
【解析】画出 4（"）#$1"'/$的图象，如图
所示，由题意知两条切线的斜率存在且
不为零#



当 "的（'7，*）时，4（"）#/'1"，4:（"）#
'1"， 过 点 !（"/，4（"/）） 的 切 线 斜 率
+/ #4:（"/）#'1"/ ；当 "的 （ *， ，7）时，
4（"） #1"'/， 4:（"）#1"， 过点 点（"为，
4（"为））的切线斜率 +为 #4:（"为）#1"为 #因为
两条切线互相垂直，所以 +/+为 #'/$$$

（提示：
两直线垂直的应用），即（'1"/ ）1"为 #'/，即
1"/，"为 #/，所以 "/ ，"为 #*#过点 !（"/，/'
1"/ ）的切线方程为 为'（/'1"/ ）#'1"/ （"'
"/），令 "#*，则 '（*，/'1"/ ，"/1

"/ ）；过点
点（"为，1

"为 '/）的切线方程为 为'（1"为 '/）#
1"为（"'"为），令 "#*，则 则（*，1"为 '/'"为1

"为 ），

则$!'$# "为

/，"
为
/1

为"

槡
/ ，$点则$# "为

为，"
为
为1

为"

槡
为 #

"为
/，"

为
/1

'为"

槡
/ ，所以

$!'$
$点则$

#
"为
/，"

为
/1

为"

槡
/

"为
/，"

为
/1

'为"

槡
/

#

/，1为"/

/，1'为"/槡
#1"/ #因为 "/ )*，所以 *)1"/ )

/，所以
$!'$
$点则$的取值范围为（*，/）#

+#选&-"命题点 奇函数的性质，奇函数
解析式的求解，利用导数判断极值
【解析】因为4（"）是定义在 #上的奇函
数，所以4（*）#*（提示：若奇函数的定义
域中包含 *，则4（*）#*），故 +正确；当
")* 时，'"当*，因此 4（'"）#［（'"） 为'
0］1'"，为#'4（"），因此4（"）#'（"为'0）·
1'"'为（关键：4（'"）#'4（"）的应用），故 ,
正确；当 "当* 时，4（"）#（"为'0）·1"，为，
4:（"）#（"为，为"'0）1"#（"，0） （"'/）1"，
令4:（"）当*，得 "当/，令4:（"）)*，得 *)")
/，因此4（"）在 "#/ 处取得极小值，因此
奇函数4（"）在 "#'/ 处取得极大值（提
示：奇函数在关于原点对称的区间上单
调性相同），故-正确；当"当* 时，4（"））
为，即（"为 '0）1"）*，解得 "）槡0 ，当 ")*
时， 4（"） 在 "#'/ 处 取 得 极 大 值，
4（'/）#'（/'0）1'为#为1'为当为，因此在
（'7，*）上也存在满足4（"））为 的区间，
故 故错误#故选 +,-#

1( 对于 故，结合选项 -分析可作
出 4（"）的大致图象，如图所示，由图可知
故选项错误#



!,#选"-"命题点 利用导数求函数的单
调区间、极值
【解析】由题可得 4:（"）#为（"'/） （"'
解），（"'/） 为 #0"为'/为"，8，令 4:（"）当*，
即 0"为 '/为"，8当*，得 ")/ 或 "当0；令
4:（"）)*，得 /)")0，所以 4（"）在（'7，
/），（0，，7）上单调递增，在（/，0）上单
调递减，所以 "#0 是 4（"）的极小值点，
+正确#当 *)")/ 时，*)"为 )")/，所
以4（"）当4（"为），,错误#当 /)")为 时，/)
为"'/)0，因为 4（"）在（/，0）上单调递
减，所以 '解 )4（ 为"'/） )*，故正确#
4（为'"）#（为'"'/） 为（为'"'解）#（"'/） 为·
（'"'为），所以 4（为'"）'4（"）#（"'/）为·
（'"'为'"，解）#（"'/）为（'为"，为），令（"'/）为·
（'为"，为）当*，得 ")/，所以当'/)")*
时，4（ 为 '"） 当4（"） 成立，-正确#故
选 +故-#

!!#-"命题点 函数的零点，导数与函数
的极值、最值
【解析】 F4（"）#,（"，/）为 '/，，（"）#
>4证"，为,"，曲线 为#4（"）与 为#，（"）在
（'/，/）上恰有一个交点，令 1 （"）#
4（"）'，（"）#,"为'>4证"，,'/，G1（"）在
（'/，/）上恰有一个零点#1:（"）#为,"，
证A= "，令 （（"）#为,"，证A= "，则 （:（"）#

为,，>4证"，当 ,）'>4证/
为 时，（:（"）当* 在

（'/，/）上恒成立，则 1:（"）在（'/，/）
上单调递增#又 1:（ *） #*，G当 "的
（'/，*）时，1（"）单调递减；当 "的（*，
/）时，1（"）单调递增，G1（"）在 "#* 处
取得极小值也是最小值，G1（*）#*，即

,'为#*，G,#为#'/)'
>4证/
为

，下面分析

,#'/ 时曲线为#4（"）与曲线为#，（"）的
交点情况#当 ,#'/ 时，4（"）'，（"）#
'"为'>4证"'为， 当 "的 （ '/， / ） 时，
4（"）'， （"） )*， G 曲线 为#4（"） 与
为#，（"）在（'/，/）上没有交点#结合选
项可知，-正确#故选 -#

故选'( F4（"） #, （"，/） 为 '/，
，（"）#>4证"，为,"，曲线 为#4（"） 与 为#
，（"） 在 （'/， /） 上恰有一个交点， 令
1（"）#4（"） '，（"） #,"为 '>4证"，,'/，
G1（"）在（'/，/）上恰有一个零点#又易
知 1（"）为（'/，/）上的偶函数，G1（*）#
*，即 ,'为#*，G,#为#故选 -#

!##""命题点 代数式的最值
【解析】若 4（"）#（"，,）3=（"，9））*，
则 4（"） 的最小值大于或等于 *#

4:（"）#3=（"，9），
"，,
"，9

#3=（"，9），/，
,'9
"，9

（"当'9），
假设 ,）9，则 "，,）"，9当*，
当'9)")'9，/ 时，3=（"，9）)*，
此时 4（"）#（"，,）3=（"，9）)*，不满足
题意#



所以 ,)9#

则 4:（"）#3=（"，9），/，
,'9
"，9

（"当'9）在定

义域上为增函数#
又当 "8'9时，4:（"）8'7，当 "8，7
时，4:（"）8，7，
所以存在 "#"* 使得 4:（"* ） #*，即

3=（"*，9）#'
"*，,
"*，9

#

则 4（"） 在 （'9，"* ） 上单调递减，在
（"*，，7）上单调递增，所以 4（"）在 "#
"* 处取得极小值，也是最小值，所以
4（"））A= #4（"*）#（"*，,）3=（"*，9）#（"*，

,） '
"*，,
"*，9， ) #'

（"*，,）
为

"*，9
有*，又 4（"*））

*，则 "* #',，又 3=（"*，9）#'
"*，,
"*，9

，所以

3=（9',）#*，所以 9',#/，所以 9#,，/#

所以 ,为，9为 #,为，,为 ，为,，/#为 ,，
/
为， )

为

，

/
为
，则 ,为，9为 的最小值为

/
为
#

!$#选-" 命题点 根据导数判断函数的
性质
【解析】4（"）#为"0 '0,"为 ，/，则 4:（"）#
:"为':,"#:"（"',）#+选项，当 ,当/
时，4:（"）的零点为 "/ #*，"为 #,，则 "为当
"/#当 ")* 时，4:（"） 当*，当 * )"),
时，4:（"）)*，当 "当, 时，4:（"）当*，则
4（"）在（'7，*）上单调递增，在（*，,）
上单调递减，在（,，，7）上单调递增，
则 "#* 是 4（"）的极大值点，"#, 是
4（"）的极小值点，又 4（*）#/当*，4（,）#
为,0'0,0 ，/ #/',0 )*，且 4（',） )*，
4（为,）当*，所以 4（"）有三个零点，+正
确；,选项，当 ,)* 时，易知 4（"） 在
（'7，,）上单调递增，在（,，*）上单调
递减，在（*，，7）上单调递增，所以 "#
* 是 4（"）的极小值点，,错误；故选项，
若直线 "#9是曲线 为#4（"）的对称轴，
则 4（"，9）#4（9'"），即 为（"，9） 0'0,（"，
9） 为，/#为（9'"） 0 '0,·（9'"） 为 ，/，即
"0，09为"#0,9"，不存在 ,，9使等式恒成
立（另解：三次函数对应的曲线不存在
对称轴），故不存在 ,，9，使得直线 "#9
为曲线 为#4（"）的对称轴，故错误；-选
项，若（/，4（/））为曲线 为#4（"）的对称
中心，则 4（/，"），4（/'"）#为4（/），即
为（/，"） 0 '0, （ /，"） 为 ，/，为（/'"） 0 '
0,（/'"） 为 ，/ #: ':,， 整理得 （ /为 '
:,）"为':,，:#:':,，解得 ,#为，所以存
在 ,，使得点（/，4（/））为曲线 为#4（"）
的对称中心，-正确#故选 +-#

!%#&"-"命题点 函数的极值、二次函数
零点分析

【解析】依题意，"当*，4:（"）#
,
"
'9
"为 '

为［
"0 #

,"为'9"'为［
"0 #设 ，（"）#,"为 '9"'为［，

由题意 ，（"）在（*，，7）上有两个零点
$$$$$$$$$$$$$$



"/，"为$$
（提示：将函数极值问题转化成导

函数零点问题，注意 ，（"）的两个零点
均需大于 *），

所以 !#9为，;,［当*，"/，"为 #
9
,
当*，"/"为 #

'为［
,
当*，则'为9［

,为 当*，所以 ,9当*，,［)*，

9［)*，故 +错误，,正确，故正确，-正
确#故选 ,故-#

!故#'解"命题点 三次函数的极值点
【解析】因为 4（"）#（"'/） （"'为） （"'
,）#"0'（,，0）"为 ，（0,，为）"'为,，所以
4:（"）#0"为'为（,，0）"，0,，为#
因为 "#为 是 4（"） 的极值点， 所以
4:（为）#/为'解（,，0），0,，为#*，解得 ,#
为，经检验，符合题意，所以4（"）#（"'/）·
（"'为） 为，所以 4（*）#'解#

）( （ 数 形
结合法）因为 "#为
是 4（"）的极值点，
所以由数轴标根
法可得 , #为， 作
出 4（"）的图象如
图所示，所以 ,#为 符合题意，则 4（"）#
（"'/）（"'为） 为，所以 4（*）#'解#

!］#&"命题点 利用导数研究函数的零
点、单调性、极值
【解析】对4（"）求导得4:（"）#0"为，,，当
,）* 时，4:（"）#0"为 ，,）* 恒成立，函
数 4（"）在 #上单调递增，不可能存在 0
个零点；当 ,)* 时，令 4:（"）#0"为 ，,#$$$$$$$$$$$
*，解得 "#得 ',

0槡 ，所以函数 4（"）在

$$$$$$$$$$$$$$
'7，' ',

0槡， ) ， ',
0槡 ，，7， ) 上单

$$$$$$$$$$$$$$
调递增，在 ' ',

0槡 ， ',
0槡， ) 上单调

$$$$$$$$$$$$$$
递减，所以函数 4（"）在 "#' ',

0槡 和

$$$$$$$$$$$$$$
"# ',

0槡 处分别取得极大值和极小

$$$$$$$$$$$$$$值，当 "8'7时，4（"）8'7，当 "8$$$$$$$$$$$$$$
，7时，4（"）8，7$$$$$$ （提示：注意三次函
数的图象特征）#
若函数 4（"） 存在 0 个零点，则必有

4' ',
0槡， ) 当*，且 4 ',

0槡， ) )*，解

得 ,)'0，故选 ,#

!)#槡所'/
为

，/[ ) "命题点 导数与函数的单

调性、指数函数与对数函数的单调性
【解析】由4（"）#,"，（/，,）"，得4:（"）#
,"3= ,，（/，,）"·3=（/，,），则由题意知
不等式 ,"3= ,，（/，,）"3=（/，,））* 对任$$$$$$$$$$$$$$
意 "的（*，，7）恒成立$$$$$$$$ （提示：可导函
数 4（"）在某一区间上单调，实际上就是



在该区间上 4:（"））* 恒成立（单调递
增）或 4:（"）有* 恒成立（单调递减））#
因为 ,的（*，/），所以 /，,的（/，为），
则 3=（/，,）当*，

所以不等式
3= ,

3=（/，,））
' /，,

,， )
"

对任意

"的（*，，7）恒成立#因为 /，
/
,
当/，所

以当 "的 （ *， ，7 ） 时， /，
/
,， )

"

当/，

'/，
/
,， )

"

)'/，所以
3= ,

3=（/，,））
'/，即

3= ,）'3=（/，,），所以 3= ,（/，,））*，

所以 ,为 ，,'/）*，解得 ,有
'槡所'/

为
（舍

去）或 ,）槡
所'/
为

#又 ,的（*，/），所以 , 的

取值范围是 [槡所'/为
，/ ) #

刷大题
!#命题点 导数的几何意义，由函数的极

值求参数的取值范围
【解】 （ /） 当 , #/ 时，4（"） #1"'"'/，
则 4:（"）#1"'/，所以 4:（/）#1'/#
又 4（/）#1'为，所以曲线 为#4（"）在点（/，
4（/））处的切线方程为 为'（1'为）#（1'/）·
（"'/），即 为#（1'/）"'/#
（为）4（"）#1"',"',0，则 4:（"）#1"',，当
,有* 时，4:（"）#1"',当*，则 4（"）在 #上
单调递增，无极值点，所以 ,当*#
令 4:（"）)*，得 ")3= ,，令 4:（"）当*，得 "当
3= ,，
所以 4（"）在（'7，3= ,）上单调递减，在
（3= ,，，7）上单调递增，
所以"#3= , 是 4（"）的极小值点，极小值
为4（3= ,）#13= ,',3= ,',0 #,',3= ,',0，则
问题转化为解不等式 ,',3= ,',0)*#
又 ,当*，所以不等式可化为 ,为 ，3= ,'
/当*#

令 ，（,）#,为，3= ,'/，则 ，:（,）#为,，
/
,
当

* 恒成立，
所以 ， （ ,） 在 （ *， ，7） 上单调递增#
又 ，（/）#*，所以不等式 ,',3= ,',0)*
的解集为（/，，7），所以 , 的取值范围是
（/，，7）#

##命题点 利用导数研究函数的单调性、
不等式证明
（/）【解】 因为 4（"） #, （1"，,） '"，所
以 4:（"）#,1"'/，
当 ,有* 时，4:（"）)* 恒成立，所以 4（"）在
#上单调递减；
当 ,当* 时，令 4:（"）#*，可得 "#'3= ,，
当 "变化时，4（"）与 4:（"）变化如下表：

" （'7，'3= ,） '3= , （'3= ,，，7）

4:（"） ' * ，

4（"） 单调递减 极小值 单调递增



当 "的（'7，'3= ,）时，4:（"）)*，4（"）单
调递减，
当 "的（'3= ,，，7）时，4:（"）当*，4（"）单
调递增#
综上，当 ,有* 时，4（"）在 #上单调递减；
当 ,当* 时，4（"）在（'7，'3= ,）上单调递
减，在（'3= ,，，7）上单调递增#
（为）【证明】由（/）可知当 ,当* 时，4（"）在
（'7，'3= ,） 上单调递减，在 （'3= ,，
，7）上单调递增，

所以4（"））A= #4（'3= ,）#,
/
,
，,， ) ，3= ,#

,为，3= ,，/，

构造函数 ，（,）#,为，3= ,，/'为3= ,'
0
为

#

,为'3= ,'
/
为
，则 ，:（,）#为,'

/
,
#为,

为'/
,

，

令 ，:（,）#*，解得 ,#槡
为
为
（负值舍去）#

当 ,的 *，槡
为
为， ) 时，，:（,）)*，，（,）单调递

减，当 ,的 槡为
为
，，7， ) 时，，:（,）当*，，（,）

单调递增，

所以 ，（,））A= #， 槡
为
为， ) #/

为
'3= 为

'/
为 '/

为
#

槡3= 为当*，

所以当 ,当* 时，4（"）当为3= ,，
0
为
#

$#命题点 导数在不等式证明中的应用，
根据函数的极大值点求参数的取值范围
（/）【证明】设 4（"）#"'证A= "，则 4:（"）#
/'>4证"）*，
所以函数 4（"）在（*，/）上单调递增，
所以当"的（*，/）时，4（"）当4（*）#*，即 "'
证A= "当*在（*，/）上恒成立，
所以 证A= ")"在（*，/）上恒成立#
设 ，（"）#证A= "，"为'"$$$$$$$（关键：证明不等式
4（"）当，（"） （或 4（"） )，（"））转化为证
明 4（"）'，（"）当*（或 4（"）'，（"）)*），进
而构造辅助函数 1（"）#4（"）'，（"）），
则 ，:（"）#>4证"，为"'/#
设 1（"）#>4证"，为"'/，则 1:（"）#'证A= "，
为当*，
所以函数 1（"）在（*，/）上单调递增，
所以当 "的（*，/）时，1（"）当1（ *）#*，
即 ，:（"）当* 在（*，/）上恒成立，
所以函数 ，（"）在（*，/）上单调递增，
所以当 "的（*，/）时，，（"）当，（*）#*，即
证A= "，"为'"当* 在（*，/）上恒成立，
所以 证A= "当"'"为 在（*，/）上恒成立#
综上所述，当 *)")/ 时，"'"为)证A= ")"#
（为）【解】若 "#* 是 4（"）的极大值点，则
存在 在的（*，/），使得当 "的（'在，*）!
（*，在）时，4（"）)4（*）#
因为 4（"）是偶函数，不妨设 *)")/，
又因为 >4证,"#>4证（',"），不妨设 ,）*#



4:（"）#
为"',（/'"为）证A= ,"

/'"为 ，"的（'/，/）

$$$$$$$$$$$$$$（提示：分母 /'"为当*，只需讨论分子 为"'
,（/'"为）证A= ,"的符号），
令 1（"）#为"',（/'"为）证A= ,"#
当"当*时，证A= ")"，于是 1（"））为"',为"（/'
"为）#"（为',为，,为"为）#当 *)")/ 时，"'"为)
证A= "，于是 1（"）)为"',为"（/'"为）（/',"）#
如果找到 在的（*，/），使得当 "的（*，在）
时，1（"）当*，则 4:（"）当*，故 4（"）在（*，
在）单调递增，从而 4（"）当4（*），那么 "#*
就不是 4（"）的极大值点#要使 1（"）当*，
只需 "（为',为 ，,为"为）当*，又 ,为"为 当*，所以
只需考虑 为',为 的符号，于是找到了分类

讨论的标准槡为#

当 *有,有槡为时，1（"））"（为',为，,为"为）当
*#当 *)")/ 时，1（"）当*，4:（"）当*，故
4（"）单调递增，从而 4（"）当4（*），因此 "#
* 不是 4（"）的极大值点#

当 ,当槡为 时，1（"）)为"',为"（/'"为 ） （/'
,"），为了找到 在的（*，/），使得当 "的（*，
在）时，1（"）)*，只需 为"',为"（/'"为） （/'

,"）)*，即（/'"为）（/',"）当
为
,为 ，

（/'"为） （ /',"） 当（ /'"） （ /',"） 当（ /'
,"） 为，

只需（/',"） 为当
为
,为 ，解得 /',"当槡

为
,
，即 *)

")
,'槡为
,为 #

于是当 *)")
,'槡为
,为 时，1（"）)为"',为"（/'

"为） （ /',"） )"［ 为',为（/',"） 为 ］ )*，从

而 4:（"）)*，故 4（"）在 *，
,'槡为
,为， ) 单调递

减#又因为 4（"）是偶函数，故 "#* 是
4（"）的极大值点#

综上，, 的取值范围是 （'7，'槡为 ） !

（槡为 ，，7）#
%#命题点 导数的几何意义、函数图象的

对称性、由极值点求参数范围问题

【解】 （ /） 4（"） # /
"
，,， ) 3= （"，/ ），

4:（"）#'3=（"
，/）

"为 ，/
"，/

/
"
，,， ) ，

当 ,#'/ 时，4（/）#*，4:（/）#'3= 为，故曲
线 为#4（"）在点（/，4（/））处的切线方程
为 为#'3= 为（"'/），即 "3= 为，为'3= 为#*#

（为）解法一：设 ，（"）#4
/
"， ) #（"，,）·

3=
"，/
"

，"的（'7，'/）!（*，，7），由题

设知对于任意 "的 （'7，'/） ! （ *，
，7），都有 ，（"）#， （ 为9'"）$$$$$$ （提示：函
数 ，（"）的图象关于直线 "#9对称的充
要条件是 ，（"）#，（为9'"）），



又 ，（为9'"）#（为9'"，,）3=
为9'"，/
为9'"

#（"'

为9',）3=
"'为9

"'为9'/
，

所以
'为9',#,，
'为9#/，{ 即

,#
/
为
，

9#'
/
为
#{

解法二：设 ，（"）#4
/
"， ) ，则 ，（"）#（"，

,）3= /，
/
"， ) ， ，（"）的定义域为（'7，

'/）!（*，，7）#
若存在 ,，9，使得曲线 为#，（"）关于直线
"#9对称，则（'7， '/）!（*，，7）关于

直线 "#9对称，所以 9#'
/
为
#

由 ，（"）#，（'/'"）得（"，,）3= /，
/
"， ) #

（'/'"，,）3=
"

/，"
，

整理 得 （ "，, ） 3= /，
/
"， ) #（ "，/ '

,）3= /，
/
"， ) ，

所以 ,#
/
为
，故存在 ,#

/
为
，9#'

/
为
，使得

曲线 为#4
/
"， ) 关于直线 "#9对称#

解法三：令 ，（"）#4
/
"， ) ，则 ，（"）#（"，

,）3= /，
/
"， ) ，

由题意函数 为#，（"，9）为偶函数，

即 ，（"，9）#（"，9，,）3=
"，9，/
"，9为偶函数，

所以
9，,#*，
9，/，9#*，{ 即

,#
/
为
，

9#'
/
为
，{

所以存在 , # /
为
，9#'/

为
，使得曲线

为#4
/
"， ) 关于直线 "#9对称#

（0）4:（"）#'3=（"
，/）

"为 ， /
"，/ ， /

"
，, ) #

'3=（"，/），
,"为，"
"，/

"为 ，

设 1（"） #'3= （"，/） ，,"为，"
"，/

，"的 （ *，
$$$$$$$$$$$$$$
，7），则 1:（"）#

"（,"，为,'/）
（"，/） 为

$$$$$$$$$$$
（提示：当

原函数求导后不方便判断导函数与 * 的
大小时，常另设函数再次求导判断）#

图当 ,）
/
为 时，1:（"）当*，函数 1（"）在

（*，，7）上单调递增，
所以 1（"）当*，即 4:（"）当*，函数 4（"）在
（*，，7）上单调递增，无极值点#



如当 ,有* 时，1:（"） )*，函数 1 （"）在
（*，，7）上单调递减，
所以 1（"）)*，即 4:（"）)*，函数 4（"）在
（*，，7）上单调递减，无极值点#

$当 *),)
/
为 时，易得 1（"）在 ， *， /

,
'

为 ) 上单调递减，在
/
,
'为，，7， ) 上单调

递增，
又当 "8* 时，1（"）8*，当 "8，7时，
1（"）当*，

所以 在
/
,

'为，，7， ) 上 存 在 "* 使 得

1（"*）#*，
当 "的（ *，"* ）时，1 （"） )*，即 4:（"） )
*，4（"）单调递减，当 "的（"*，，7）时，
1（"）当*，即 4:（"）当*，4（"）单调递增，
故函数 4（"）在（*，，7）存在极值点 "*#

综上，, 的取值范围为 *，
/
为， ) #

故#命题点 利用导数讨论函数的单调性、
极值点与零点
（/） 【证明】 由 4（"） #3= （ / ，"） '"，
/
为
"为'+"0，

得 4:（"）#
/

/，"
'/，"'0+"为 #"为

"，/
'0+"为 #

"为 /
"，/

'0+， ) #

当 "当* 时，令 4:（"）#*，解得 "* #
/
0+

'/#

因为 *)+)
/
0
，所以 *)0+)/，则 "* #

/
0+

'

/当*#
当 *)")"* 时，4:（"）当*，4（"）单调递增；
当 "当"* 时，4:（"）)*，4（"）单调递减，
所以 4（"）在（*，，7）上有唯一的极大值

点 "* #
/
0+

'/#

因为 "#* 时， 4（"）#*，当 "8，7时，
4（"）8'7，且 4（"*）当4（*）#*（提示：在
（*，"*）上 4（"）单调递增），
所以 4（"）在（"*，，7）上有唯一的零点，
所以 4（"）在（*，，7）上有唯一的零点#
（为）（A）【证明】，（令）#4（"/，令）'4（"/'令），

且由（/）知 "/ #"* #
/
0+

'/，则 0+#
/

"/，/
#

则 ，:（令）#4:（"/，令），4:（"/'令）

# （ "/ ，令） 为 /
"/，令，/

'0+， ) ， （ "/ '

令） 为 /
"/'令，/

'0+， )
#（ "/ ，令） 为 /

"/，令，/
' /
"/，/， ) ，（ "/ '

令） 为 /
"/'令，/

' /
"/，/， )

#（"/，令）
为·

'令
（"/，令，/）（"/，/）

，（"/'令）
为·

令
（"/'令，/）（"/，/）

#
'令［（"/，令）

为（"/'令，/）'（"/'令）
为（"/，令，/）］

（"/，令，/）（"/'令，/）（"/，/）



#
'令［（"/，令）（"

为
/'令

为），（"/，令）
为'（"/'令）（"

为
/'令

为）'（"/'令）
为］

（"/，令，/）（"/'令，/）（"/，/）

#
'令［为令（"为

/'令
为），解"/令］

（"/，令，/）（"/'令，/）（"/，/）

#
'为令为（"为

/'令
为，为"/）

（"/，令，/）（"/'令，/）（"/，/）
，

因为 令的（*，"/）时，"为
/'令

为，为"/当*，（"/，令，
/）（"/ '令，/） （"/ ，/） 当*，'为令为 )*，所
以 ，:（令）)*，
则 ，（令）在区间（*，"/）上单调递减#
（AA）【解】为"/当"为，证明如下：
由（A） 知 ， （令） 在 （ *，"/ ） 上单调递减，
则 ，（"/）)，（*）#4（"/，*）'4（"/'*）#*，
所以 ， （"/ ） #4（"/ ，"/ ） '4（"/ '"/ ） #
4（为"/）'4（*）#4（为"/）'*#4（为"/）)*#
因为 "为 是 4（"）在（*，，7）上的零点，所
以 4（"为）#*，即 4（为"/）)4（"为）#
由（/）知 "为的（"/，，7），且 4（"）在（"/，
，7）上单调递减，所以 为"/当"为#

所以'( （为） 根据题意 4:（"/ ） #
*，4（"为）#*，

所以 "/ #"* #
/
0+

'/ 且 3= （ /，"为 ） '"为 ，

/
为
"为
为'+"

0
为 #*，同时 *)"/)"为#

（A），:（令）#4:（"/，令），4:（"/'令）

# （ "/ ，令） 为 /
"/，令，/

'0+， ) ， （ "/ '

令） 为 /
"/'令，/

'0+， )
#（ "/ ，令） 为 /

"/，令，/
' /
"/，/， ) ，（ "/ '

令） 为 /
"/'令，/

' /
"/，/， )

#（"/ ，令）
为 ·

'令
（"/，令，/）（"/，/）

，（"/ '令）
为 ·

令
（"/'令，/）（"/，/）

# 令
"/，/

·
（"/'令）

为

"/，/'令
'
（"/，令）

为

"/，/，令[ ） ，

令则（令）#
（"/，令）

为

"/，/，令
（'"/)令)"/），

则则:（令）#
（"/，令）（"/，令，为）

（"/，/，令）
为 ，

当 令的（'"/，"/ ）时，则:（令）当*，则（令）单调
递增，
当 * )令)"/ 时， 则（ '令） )则（令）， 所以
（"/'令）

为

"/，/'令
)
（"/，令）

为

"/，/，令
#

所以 ，:（令）)*，所以 ，（令）在（*，"/）上单
调递减#
（AA） 为"/ 当"为，证明如下：由（A）知，当 令的
（*，"/ ）时，，（令）单调递减，所以 ， （令） )
，（*）#*，所以 4（"/，令）)4（"/'令），
令 令#"/，所以 4（为"/）)4（*）#4（"为），又 *)
"/)"为，且 4（"）在（"/，，7）上单调递减，
所以 为"/当"为#



］#命题点 导数的几何意义、利用导数研
究函数的单调性、极值、零点
（/） 【解】 因为 +#'/，所以 4（"）#"'
3=（/，"）（"当'/），

则 4:（"）#/'
/

/，"
# "
/，"

（"当'/）#

当 "的（'/，*）时，4:（"）)*，4（"）单调递
减，当 "的（*，，7）时，4:（"）当*，4（"）单
调递增#
综上，4（"）的单调递减区间为（'/，*），单
调递增区间为（*，，7）#
（为） 【证明】因为 4（"）#"，+3=（/，"），

4:（"）#/，
+

/，"
，

所以曲线为#4（"）在点（令，4（令））处的切线方

程为为'［令，+3=（/，令）］# /，
+
/，令， ) （"'令），

整理得 为# /，
+
/，令， ) "'

+令
/，令

，+3=（/，令）#

令 "#*，则 为#
'+令
/，令

，+3=（/，令），令 1（令）#

'+令
/，令

，+3=（/，令），

则 1:（令）#
+令

（/，令） 为，又+（*，令当*，则当+当*

时，1:（令）当*，所以 1（令）在（*，，7）上单
调递增，所以当 令的（*，，7）时，1（令）当
1（*）#*；
当 +)* 时，1:（令）)*，1（令）在（*，，7）上
单调递减，所以当 令的（*，，7）时，1（令）)
1（*）#*，
即当 令的（*，，7）时，1（令）（*，所以 所不
经过点（*，*）#
（0）【解】存在#
依题意，4（"）#"，3=（/，"），!（令，令，3=（/，
令）），）（*，令，3=（/，令）），
由（为） 得，当 +#/ 时，所的方程为 为#

/，
/
/，令， ) "' 令

/，令
，3= （ / ，令）， 所 以

点 *，3=（/，令）'
令

/，令， ) #

若 为21!）M #/所21!点M 成立， 则 为 @ /
为

@

$M）$@$!）$#/所 @/
为

@$点M$@$!）$，

即 为$M）$#/所$点M$，

即 为［令，3=（/，令）］#/所 3=（/，令）'
令

/，令[ ） ，整

理得 为令'/03=（/，令），
/所令
/，令

#*#

令 ， （令） #为令'/03= （ / ，令） ，/所令
/，令

，令当*，

，:（令）#
为令为'8令，解
（/，令） 为 #（为令

'/）（令'解）
（/，令） 为 ，"

当 令的 *，
/
为， ) 时，，:（令）当*，，（令）单调递

增，当 令的
/
为
，解， ) 时，，:（令）)*，，（令）单调

递减，当令的（解，，7）时，，:（令）当*，，（令）单



调递增，
又当 令8* 时，， （令）8*，当 令8，7时，
，（令）8，7，

，（令）的极大值为 ，
/
为， ) #:'/03=

0
为

当

*，，（令）的极小值为 ，（解）#为*'/03= 所)*，
作出 ，（令）的大致图象如图所示#
所以 ，（令）在（*，，7）上有两个零点，故
有两个这样的点 !使 为21!）M#/所21!点M#

)#命题点 导数与函数的单调性、最值，函
数的零点
（/）【解】4（"）的定义域为 #，，（"）的定
义域为（*，，7）#

4:（"）#1"',，，:（"）#,'
/
"
#

图当 ,有 * 时， 4:（"） 当* 恒成立，所
以 4（"）在 #上单调递增，即 4（"）没有最
小值，不符合题意#
如当 ,当* 时，在（'7，3= ,）上 4:（"）)*，
在（3= ,，，7）上 4:（"）当*，所以 4（"）在
（'7，3= ,）上单调递减，在（3= ,，，7）上
单调递增，
所以 4（"）在 "#3= , 时取得极小值，即为
最小值，最小值为 4（3= ,）#,',3= ,#

在 *，
/
,， ) 上 ，:（"）)*，在 ， /

,
，，7 ) 上

，:（"）当*，

所以 ， （"） 在 *，
/
,， ) 上单调递减，在

/
,
，，7， ) 上单调递增，

所以 ，（"）在 "#
/
, 时取得极小值，即为

最小值，最小值为 ，
/
,， ) #/，3= ,#

因为 4（"）#1"',"和 ，（"）#,"'3= "有相

同的最小值，所以 4（3= ,）#，
/
,， ) ，即

,',3= ,#/，3= ,#
因为 , 当*， 所 以 上 式 等 价 于 3= , '
,'/
,，/

#*#

令 1（"）#3= "'
"'/
"，/

（"当*），则 1:（"）#

"为，/
"（"，/） 为 当* 恒成立，所以 1 （"） 在 （ *，

，7）上单调递增#
又因为 1 （ /）#* #1 （ ,）且 ,当*，所以
,#/#
（为）【证明】由（/）知 4（"）#1"'"，，（"）#
"'3= "#4（"） 在 （'7，*） 上单调递减，
（*，，7）上单调递增，且 4（*）#/当*；



，（"）在（*，/）上单调递减，（/，，7）上单
调递增，且 ，（/）#/当*#所以曲线 为#
4（"），为#，（"）的大致形状如图所示#
设直线 为#9与曲线 为#4（"），为#，（"）三
个交点的横坐标分别为 "/，"为，"0（"/)"为)
"0），所以 "/)*，*)"为)/，"0当/，

且 4（"/）#4（"为）#1
"/'"/ #1

"为'"为 #9，
，（"为）#，（"0）#"为'3= "为 #"0'3= "0 #9#

所以 1
3= "为'3= "为 #1

3= "0'3= "0 #9，
即 4（3= "为）#4（3= "0）#9#
又 3= "为)*，3= "0当*，
所以 "/ #3= "为，"为 #3= "0，图

且 1
"为'"为 #"为'3= "为，即 1

"为，3= "为 #为"为#如

由图如得 "/，"0 #3= "为，1
"为 #为"为，

所以存在直线 为#9，其与两条曲线 为#
4（"）和 为#，（"）共有三个不同的交点，并
且从左到右的三个交点的横坐标成等差
数列#

*#命题点 三角函数的最值，存在、恒成立
问题
（/）【解】4:（"）#'所证A= "，所证A= 所"

#所（证A= 所"'证A= "）
#所［证A=（0"，为"）'证A=（0"'
为"）］

#所@为>4证0"证A= 为"
#/*证A= 为">4证0"#

当 "的 *， ，
解[ ） 时，证A= 为"）*，

0"的 *，
0，
解[ ） ，

当 0"的 *， ，
为[ ) ， 即 "的 *， ，

:[ ) 时，

>4证0"当*，
此时 4:（"））* 且等号不恒成立，故 4（"）

在 *， ，
:[ ) 上单调递增；

当 0" 的
，
为
，
0，
解， ） ， 即 " 的

，
:
， ，
解， ） 时，>4证0")*，

此时 4:（"）)*，故 4（"）在
，
:
， ，
解， ） 上单

调递减，

G当 "的 *， ，
解[ ） 时，4（"））CH#4 ，

:， ) #

所>4证，
:
'>4证

所，
:

#:>4证，
:

#0槡0#

）&'( 4:（"）#'所证A= "，所证A= 所"#
所（证A= 所"'证A= "）#所@为>4证0"证A= 为"#



/*证A= 为">4证0"#
令 4:（"）#*，即 证A= 为"#* 或 >4证0"#*，则

"#
+，
为
（+的（）或 "#，

:
，+，

0
（+的（），

又 "的 *， ，
解[ ） ，G"#* 或 "#，

:
（提示：

函数在闭区间上的最值在区间端点或极
值点处取得）#
图当 "#* 时，4（*）#所>4证*'>4证*#解；

如当"#，
解 时，4 ，

解， ) #所>4证，
解

'>4证
所，
解

#

0槡为 ；

$当"#，
: 时，4 ，

:， ) #所>4证，
:

'>4证
所，
:

#

:>4证，
:

#0槡0 ，

又 解)0槡为 )0槡0 ，G当 "的 *， ，
解[ ） 时，

4（"）的最大值为 0槡0#

（为）【证明】3,的#，，+的（，使得 , #
为+，，,:，其中 ,:的［'，，，）#
当 ,:#* 时，［,:'，，,:，，］ #［'，，，］，取
为#为+，，，， 则 为的 ［ , '，， , ，，］， 且
>4证为#>4证，#
当 ,:的（*，，）时，,:'，的（'，，，'，），,:，
，的（，，，，，），
设 为/ #）A=｛，，,:，，｝，则 为/的（，，，］，
F，（"）#>4证"在［，，为/ ］上单调递减，
G>4证为/)>4证，，
取 为#为+，，为/，则 为的 ［ , '，， , ，，］，
且 >4证为#>4证为/)>4证，#
当 ,:的［'，，*）时，,:'，的［'，'，，'，），
,:，，的［'，，，，，），
记 为为 #）CH｛'，， ,:'，｝，则 为为 的 ［'，，
'，），
F，（"）#>4证"在［为为，'，］上单调递增，
G>4证为为)>4证（'，）#>4证，，
取 为#为+，，为为，则 为的 ［ , '，， , ，，］，
且 >4证为#>4证为为)>4证，#
综上，存在 为的［,'，，,，，］使得>4证为有
>4证，#

使得 （反证法）假设对任意 为的［,'
，，,，，］，有>4证为当>4证，#
由 >4证为当>4证，，可得 为的（为+，'，，为+，，
，），+的（，
则［,'，，,，，］］（为+，'，，为+，，，），+的（，

G
,'，当为+，'，，
,，，)为+，，，，{ +的（，G

,当为+，，
,)为+，，{ +的（，

无解#
G假设不成立#
故存在 为的［,'，，,，，］使得 >4证为有>4证，#

（0）【解】当 则#* 时，为#所>4证"'>4证所"，
记 4（"）#所>4证"'>4证所"，
F为#4（"）是以 为，为周期的偶函数，
G只需考虑 "的［*，，］时即可#
由（/）知4:（"）#/*证A= 为">4证0"#为*（解>4证为"'
0）·>4证为"·证A= "，



当 "的 *， ，
:[ ) ，"的

所，
:
，，， ） 时，4:（"））*

且不恒为 *， 4（"） 单调递增， 当 "的
，
:
，
所，
:， ) 时，4:（"）有* 且不恒为 *，4（"）

单调递减，

F4，
:， ) # 槡0 0 ，4（，）#'解，G4（"））CH#

槡0 0 ，G9） 槡0 0#
当 则（ * 时， 由 （ 为 ） 知 ，为的

则'
所，
:
，则，

所，
:[ ） ， 使 得 >4证 为 有

>4证
所，
:

#'槡0
为
，

记 为#所"* ，则，由 为的 则'
所，
:
，则，

所，
:[ ） 知

"*的 '，
:
， ，
:[ ） ，

G所>4证"*'>4证（所"*，则）#所>4证"*'>4证为）

所@槡
0
为
，槡0
为

#槡0 0#

G9）A= #槡0 0#

）&'( （0）由余弦型函数周期性
可令 则的［*，为，）#
图当 则#* 时， 所>4证"'>4证（ 所"，则） #
所>4证"'>4证所"，
由（/）得， 4（"）#所>4证"'>4证所"，"的#，
4:（"）#/*证A= 为">4证0"，

令 4:（"）#*，得 "#
+，
为
（+的（）或 "#，

:
，

+，
0
（+的（）#

当 "#
+，
为

（+的（）时，4
+，
为， ) #所>4证

+，
为

'

>4证
所+，
为

#所 >4证
+，
为

'>4证为+，，
+，
为， ) #

解>4证
+，
为
，+的（，

F>4证
+，
为 的｛'/，*，/｝，G4

+，
为， )

）CH

#解；

当 "#，
:

，+，
0

（+的（） 时，4 ，
:
，+，
0， ) #

所>4证 ，
:
，+，

0， ) ' >4证
所，
:
，所+，

0， ) #

所>4证 ，
:
，+，

0， ) ' >4证
所，
:
'+，

0， ) #

:>4证 ，
:
，+，

0， ) ，+的（，

当 +#*，/，为，0，解，所 时，分别有 4，
:， ) #

0槡0 ，4
，
为， ) #*，4

所，
:， ) #'0槡0 ，4

6，
:， ) #

'0槡0 ，4
0，
为， ) #*，4

//，
:， ) #0槡0 ，

G4 ，
:
，+，

0， )
）CH

#0槡0当解#

故当 则#* 时，4（"））CH#0槡0 ，此时 9）

0槡0#
如当 则的（*，为，）时，



令 ，（"）#所>4证"'>4证（所"，则），取 "#，
'则
:

，

则"的 '，
:
， ，
:， ) ，

则 ， （ "） # 所>4证，'则
:

'>4证
所，，则
:

#

:>4证，
'则
:

#:>4证"当:>4证，
:

# 槡0 0 ，故 9当

槡0 0 ， 另解：由（为）得，取 ，#
所，
:
，令 ,#则，

则存在为的［则'，，则，，］使得>4证为有>4证，#

设 "#为'则
所

， G$"$有
，
所

#，
:
， G>4证"）

>4证，
:

#槡0
为
， G所>4证"'>4证（ 所"，则） #

所>4证"'>4证为）所@槡
0
为
'>4证

所，
:

#0槡0 ) #
综上所述，9的最小值为 0槡0#

+#命题点 导数的运算、不等式恒成立求
参数范围

（/）【解】当 9#* 时，4（"）#3=
"

为'"
，,"，

"的（*，为），

则 4:（"） #为'"
"

·
"

为'"， ) :，, #为'"
"

·

为'"'（'/）"
（为'"） 为 ，,#

为
"（为'"）

，,#

F4:（"））*，G,）
为

"（"'为）在
（*，为）上恒

成立#
当 "的 （ *，为） 时，"（"'为） 的 ［'/， *），

G
为

"（"'为）的
（'7，'为］，

G,的［'为，，7），即 , 的最小值为'为#

（为）【证明】F4（"）#3=
"

为'"
，,"，9（"'

/） 0，"的（*，为），

G4（"，/）#3=
/，"
/'"

，,"，,，9"0，"的（'/，

/）#

令 ，（"）#4（"，/）',#3=
/，"
/'"

，,"，9"0，"的

（'/，/），则 ，（'"） #3=
/'"
/，"

',"'9"0 #

'3=
/，"
/'"

',"'9"0 #'，（"），G，（"）是定义

域为（'/，/）的奇函数，其图象关于坐标
原点 M对称#
又F4（"）的图象可由 ，（"）的图象向右
平移 / 个单位长度，再向上平移 , 个单
位长度得到，G曲线 为#4（"）是中心对称
图形#
（0）【解】F4（"）当'为 当且仅当 /)")为，
G4（/）#'为.,#'为，

G4（"）#3=
"

为'"
'为"，9（"'/） 0当'为 对任意

"的（/，为）恒成立，



4:（"） # /
"

， /
为'"

'为 ，09（"'/ ） 为 #

为（"'/）为

"（为'"）
， 09 （ " ' / ）为 # （ " '

/）为·
为

"（为'"）
，09[ ） #

令（（"）#
为

"（为'"）
，09，G必有（（/）#为，

09）*.9）'为
0
#

否则若 9)'
为
0
，则存在 在（/)在)为）使得当

"的（/，在）时，4:（"）)*，4（"）在（/，在）上单
调递减，G4（在）)4（/）#'为#

当9）'为
0 时，对任意 "的（/，为），4（"））

3=
"

为'"
'为"'

为
0
（"'/）0，

令 1（"）#3=
"

为'"
'为"'

为
0
（"'/）0，则 1:（"）#

为（"'/）为

"（为'"）
'为 （ "'/ ）为 # 为（"' / ） 为

/
"（为'"）

'/[ ） 当*，对任意 "的 （ /， 为） 恒

成立，
G1（"）当1（/）#'为，符合条件#

综上可得 9的取值范围是 '为
0
，，7[ ) #

!,#命题点 求函数的极值、不等式恒成立
求参数范围
【解】（/）当 ,#'为 时，
4（"）#（/，为"）3=（/，"）'"，"当'/，

4:（"）#为3=（/，"），
"

/，"
#

当 "当* 时，4:（"） 当*，当'/)")* 时，
4:（"）)*，
所以 4（"）在 （'/，*）上单调递减，在
（*，，7）上单调递增，
故4（"）的极小值为 4（*）#*，无极大值#
（为）4（"）#（/',"）3=（/，"）'"，4:（"）#

',3=（/，"）'
（,，/）"
/，"

#

令 ，（"）#4:（"），

则 ，:（"）#' ,
/，"

' ,，/
（/，"） 为#

因为当 "） * 时，4（"）） *，且 4（ *） #
*，4:（*）#*，

所以 ，:（*）#'/'为,）*，得 ,有'/
为
#

当 ,有 ' /
为 时， ，:（ "） ）

/
为（/，"）

'

/
为（/，"） 为 #

"
为（/，"） 为 ）*，且等号不恒成

立，所以 ，（"）在［*，，7）上单调递增，
所以 4:（"）#，（"）），（*）#*，且等号不
恒成立，
故 4（"）在［*，，7）上单调递增，
所以 4（"））4（*）#* 恒成立，



故 , 的取值范围为 '7，'
/
为， ） #

!!#命题点 导数在研究函数的单调性、不
等式中的应用
（/）【解】当 ,#/ 时，4（"）#"1"'1"，"的
#，则 4:（"）#"1"，
当 "当* 时， 4:（"） 当*， 当 ")* 时，
4:（"）)*，
G函数 4（"）在（'7，*）上单调递减，在
（*，，7）上单调递增 #
（为） 【解】 函数 4（"） 的定义域为 #，
4:（"）#（/，,"）1,"'1"#
对于 "的（*，，7），当 ,）/ 时，4:（"）#
（/，,"）1,"'1"当1,"'1"）1"'1"#*，
G4:（"） 当*，4（"）在（*，，7）上单调
递增#
F4（*）#'/，G4（"）当'/，不满足题意#
当 ,有* 时，4:（"）有1,"'1"有/'1")* 且
等号不恒成立，
G4（"）在（*，，7）上单调递减#
F4（*）#'/，G4（"）)'/，满足题意#

当 *),有
/
为 时，4:（"）有 /，

"
为， ) 1

"
为 '

1"#1
"
为 /，

"
为

'1
"
为， ) #

令 ，（"）#/，
"
为

'1
"
为 ，则 ，:（"）#

/
为

'

/
为
1

"
为 )*，

G，（"）在（*，，7）上单调递减，

G，（"） )， （ *） #*，G4:（"） #1
"
为 ·

，（"）)*，4（"）在（*，，7）上单调递减#
F4（*）#'/，G4（"）)'/，满足题意#

当
/
为

),)/ 时，4:（"） #1,"［ / ，,"'

1（/',）"］#
令 1（"）#/，,"'1（/',）"，
则 1:（"）#,，（,'/）1（/',）"#
F1:（"）为减函数，
又 1:（*）#为,'/当*，"8，7，1:（"）)*，
G，"*的（*，，7），使 1:（"*）#*，
G当 "的（*，"* ）时，1:（"）当*，1（"）在
（*，"* ）上单调递增， 1（"）当1（*）#*，
G当 "的（*，"*）时，4:（"）#1,"·1（"）当
*，4（"）在（*，"*）上单调递增#
F4（*）#'/，G4（"）当'/，不满足题意#

综上，, 的取值范围是 '7，
/
为， ） #

（0）【证明】由（为）知当 , #/
为
，且 "的

（*，，7）时，4（"）)'/，即 "1
"
为 '1")'/，

G"1
"
为 )1"'/#

令 令#1"当/，则 "#3= 令，G3= 令·槡令)令'/#

令 令#
C，/
C

当/，C的，-，

则 3=
C，/
C

C，/
C槡 )

C，/
C

'/#
/
C
，G3=

C，/
C

)

/
C

C
C，/槡 # /

C（C，/）槡 # /

C为，槡 C
，



G ;
(

CB/

/

C为 H槡 C
S;

(

CB/
3=

CH/
C

#3=
为
/

，

3=
0
为
，…，3=

(，/
(

#3=（(，/）#

!##命题点 导数的几何意义，利用导数研
究函数的单调性
（/）【解】因为 4（"）#1"3=（"，/），"当'/，

所以 4:（"）#1"3=（"，/），1"·
/

"，/
，

所以 4:（*）#/，而 4（*）#*，
所以曲线 为#4（"）在点（*，4（*））处的切
线方程为 为'*#"'*，即 "'为#*#
（为）【解】 ，（"）#4:（"）#1"3=（"，/），

1"·
/

"，/
#1" 3=（"，/），

/
"，/[ ） ，"当'/，

则 ，:（"）#1" 3=（"，/），
/

"，/[ ） ，1"[ /
"，/

'

/
（"，/） 为 ） # 1" [ 3= （ "，/ ） ， 为

"，/
'

/
（"，/） 为 ） #1" [ 3=（"，/） ， 为"，/

（"，/） 为 ） ，
"当'/#

因为当 "）* 时，3=（"，/））*，
为"，/

（"，/） 为 当

*，1"） /，所以 ，:（"） 当*，所以 ， （"）
在［*，，7）上单调递增#
（0）【证明】设 =（3）#4（3，令）'4（3） '
4（令）#13，令3=（/，3，令）'133=（/，3）'1令3=（/，

令），则 =:（3）#13，令 3=（/，3，令），
/

/，3，令[ ） '

13 3=（/，3），
/
/，3[ ） #，（3，令）'，（3）#

由（为）知 ，（"）在［*，，7）上单调递增，
又 3当*，令当*，所以 ， （3，令） 当， （3），即
=:（3）当*，所以 =（3）在（*，，7）上单调
递增，所以 =（3） 当=（ *） #4（ *，令） '
4（*）'4（令）#'4（*）#*，所以对任意的 3，
令的（*，，7），有 4（3，令）当4（3），4（令）#

!$#命题点 导数与函数单调性、三角函数
的周期性与最值
（/）【解】4:（"）#>4证"（证A= "证A= 为"），
证A= "（证A= "证A= 为"）:#为证A= ">4证"证A= 为"，
为证A=为">4证为"#为证A= "证A= 0"#

当 "的 *， ，
0， ) !

为，
0
，，， ) 时，4:（"）当*；

当 "的
，
0
，
为，
0， ) 时，4:（"）)*#

所以 4（"）在区间 *， ，
0， ) ，

为，
0
，，， ) 单

调递增，在区间 ， ，
0
，
为，
0 ) 单调递减#

（为）【证明】因为 4（*）#4（，）#*，由（/）
知，4（"） 在区间 ［ *，，］ 的最大值为

4，
0， ) #0槡0

;
，最小值为 4

为，
0， ) #'0槡0

;
#

而 4（"）是周期为 ，的周期函数，故

$4（"）$有
0槡0
;

#

（0）【证明】由于

（证A=为"证A=为为"…证A=为为("）
0
为



#$证A=0"证A=0为"…证A=0为("$
#$证A= "$$证A=为"证A=0为"…证A=0为('/"证A= 为("$·
$证A=为为("$
#$证A= "$$4（"）4（为"）…4（为('/"）$$证A=为为("$
有$4（"）4（为"）…4（为('/"）$，

所以 证A=为"证A=为为"…证A=为为("有 槡0 0
;， )

为(
0

#

0(

解( #


