
所 !以 "#NO&PK

!!"#»¼½¾>?¿^ÀÁ
?P^ÂÃÄi½¾A?¿

!"
!#&-" 考查点 互斥事件、对立事件的

辨析
【解析】事件 Q#“选择一门文科学科”，
包含“选择思想政治”“选择历史”“选择
地理”，所以事件 D#“选择思想政治”，
包含于事件 Q，故事件 D，Q可以同时发
生，不是互斥事件，故 +错误；
事件 =#“选择一门理科学科”与事件位位位位位位位位位位位位位位
Q#“选择一门文科学科”不能同时发生，位位位位位位位位位位位位位位
且必有一个事件发生，故 =和 Q是互斥位位位位位位位位位位位位位位
事件也是对立事件位位位位位位位（提示：两个事件，若
有且仅有一个发生，则这两个事件为对
立事件，对立事件一定是互斥事件），故
故正确；

由题意可知 %（=）#
&
(
，%（D）#

/
(
，所以

%（=）%%（D）#
0
( )/，故 .错误；

事件 F#“选择生物学”与事件 Q#“选择
一门文科学科”不能同时发生，所以 F和
Q是互斥事件，所以 %（F（Q）#%（F）%
%（Q），故 选正确#故选 故选#

##
6
/&

"突破点 互斥事件的概率求解

【解析】记“一号列车准点到站”为事件
件，“二号列车准点到站”为事件 *，则

%（件）#
/
0
，%（*）#

0
9
，%（件%*）#

/
&
#

因为 %（件%*）#%（件）%%（*）'%（件*），

所以 %（件*）#
/
/&

，又 %（件）#%（件*）%

%（件*），则 %（件*） # /
9
#又 %（*） #

%（件*）%%（件*），即
0
9

#/
9
%%（件*），所

以 %（件*）#
/
&
#故 %（!%$） #%（!（

$）#%（件*%件*）#%（件*）%%（件*）#
/
/&

%/
&

#6
/&

#

选#为"考查点 古典概型
【解析】不超过 &* 的素数有 &，0，(，6，//，
/0，/6，/），共 共 个#从中随机抽取 & 个，
有 .&

共 #&共 种情况，其中孪生素数有｛0，
(｝，｛(，6｝，｛//，/0｝，｛/6，/）｝，共 9 种情
况，则这 & 个素数是孪生素数的概率为
9
&共

#/
6
#故选 +#

%#为"考查点 古典概型
【解析】依题意可得这 9 人恰有 0 人上同



一节车厢的概率为
.0

9+
&
/&

/&9 #//
90&

#故选 +#

）#为"考查点 古典概型与 <1== 图
【解析】设同时参加田径比赛和球类比赛
的人数为 "，只参加田径比赛的人数为
，，只参加球类比赛的人数为 /，只参加游
泳比 赛 的 有 /( '0 '0 #） 人， 作 出
<1== 图#

由 <1== 图得
0%"%，#共，
0%"%/#/9，
）%0%0%"%，%/#&共，， 解得

"#0，，#&，/#共，所以只参加田径一项比
赛的人数为 &#从该班参加比赛的同学中
随机抽取 / 人进行访谈，则抽取到的同

学只参加田径一项比赛的概率为
&
&共

#

/
/9

#故选 +#

(#
/(
&共

"考查点 古典概型与对数函数

【解析】因为为45-()*，所以 *)-)/，(2/

或 -2/，*)()/，从
/
9
，
/
0
，
/
&
，&，0，9，:，

） 中任取两个不同的数作为 -，(，共有
+&

共 #(: 种取法，其中对数值为负数的取
法有 ./

0.
/
( %.

/
(.

/
0 #0* 种，所以 %（!）#

0*
(:

#/(
&共

#

)#&"考查点 计算古典概型问题的概率、

独立事件的判断
【解析】对于 +，事件 !和事件 $可以同
时发生，即抽取丁袋，事件 !与事件 $不
互斥，故 +错误；

对于 故，%（!）#
/
&
，%（$）#

/
&
，%（!$）#

/
9

#%（!）%（$），事件 !与事件 $相互

独立，故 故正确；
对于 .，事件 !与事件 $（7可以同时发
生，即抽取丁袋，事件 !与事件 $（7不
对立，故 .错误；

对于 选，%（!） # /
&
，%（$'7） # /

9
，

%（!'（$'7））#
/
9 )%（!）%（$'7），

事件 !与事件 $'7不独立，故 选错误#
故选 故#

故#
6
）
"考查点 求解相互独立事件的概率



【解析】由题意，甲签约，乙、丙没有签约

的概率 %/ #
0
9
有 /'

/
0
有/

0得 ) #&
0
；甲未

签 约， 乙、 丙 都 签 约 的 概 率 %& #

/'
0
9得 ) 有/

0
有/

0
#/
0:

；甲、乙、丙三人都

签约的概率%0 #
0
9
有/

0
有/

0
#/
/&

#所以至

少一人签约的概率为
&
0
%/
0:

%/
/&

#6
）
#

#$
!#""考查点 古典概型

【解析】由题意可知，组成没有重复数字
的五位数有 +(

( #/&* 个#若五位数中数
字 /，&，0 按从小到大的顺序排列，则符

合题意的五位数有
/&*
+0

0

#&* 个，所以所求

的概率 %#&*
/&*

#/
:
#故选 .#

##为"突破点 古典概型与平面向量结合
【解析】】#（9，&），，#（-，(）且 】，， 不能
作为基底，则 9(#&-，即 -#&(#当 -#&
时，(#/；当 -#9 时，(#&；当 -#: 时，
(#0，两次投掷得到点数的情况有 :有:#

0: 种，所以所求的概率 %#0
0:

#/
/&

#故

选 +#
选#""突破点 古典概型与组合结合

【解析】由题知，抽取的两道题分为两道
历史题，两道地理题和历史、地理各一道
题三种情况，至少答对一道题有答对一
道题和答对两道题两种情况，

则所求概率为
.&

/*

.&
/:

有得 &
0
有/

0
%/

0
有&

0
%

&
0
有&

0 ) %.&
:

.&
/:

有得 /
&
有/

&
%/

&
有/

&
%/

&
有

/
& ) %

./
:.

/
/*

.&
/:

有得 &
0
有 /

&
%/

0
有/

&
% &

0
有

/
& ) #9(

/&*
有共

）
%/(
/&*

有0
9
%:*
/&*

有(
:

#&6
0&

#

故选 .#

故选'( 抽取的两道题分为两道历
史题，两道地理题和历史、地理各一道三

种情 况， 且 都 没 答 对 的 概 率 为
.&

/*

.&
/:

有

/
0
有/

0得 ) %
.&

:

.&
/:

有 /
&
有/

&得 ) %
./

:.
/
/*

.&
/:

有

/
0
有/

&得 ) #(
0&

，故至少答对一道题的概

率为 /'
(
0&

#&6
0&

#

%#""突破点 对立事件、相互独立事件的
辨析



【解析】抛掷三枚质地均匀的硬币，样本
空间 *#｛（正，正，正）， （正，正，反），
（正，反，正），（反，正，正），（正，反，反），
（反， 正， 反）， （反， 反， 正 ）， （反， 反，
反）｝，共 共 个样本点，
事件 !#｛（正，正，正）｝，$#｛（正，正，
反），（正，反，正）， （反，正，正）｝，7#
｛（正，反，反）， （反，正，反）， （反，反，
正）｝#
对于 +，事件 !，$，7中任何两个事件都
不能同时发生，事件!，$，7两两互斥，故
+正确；

对于 故，%（!）%%（$）%%（7）#
/
共
%0

共
%

0
共

#6
共
，故 故正确；

对于 .，事件 !与 $（7可以同时不发
生，所以事件 !与事件 $（7不是对立事
件，故 .错误；

对于 选，%（!（$）#%（!）%%（$）#
/
共
%

0
共

#/
&
，%（$（7）#%（$）%%（7）#

0
共
%

0
共

#0
9
，

%（（!（$）'（$（7））#%（$）#
0
共

#

%（!（$）%（$（7），则事件 !（$与 $（
7相互独立，故 选正确#故选 .#

）#为&-"突破点 对立事件及独立事件的
概率
【解析】 由对立事件的概率公式可得

%（!）#/'%（!）#/'
/
&

#/
&
，故 +正确；

因为 %（!（$）#%（!）%%（$）'%（!'

$）#
0
9
'%（!'$）(

0
9
，当且仅当 !'

$#当时，等号成立，又因为 !'$因!，
!'$因$，所以 %（!（$） #%（!） %%

（$）'%（!'$）#
0
9

'%（!'$）则
0
9

'

BA=｛%（!），%（$）｝ #0
9
'%（$）#

/
&
，当

且仅当 $因!时，等号成立，综上所述，
/
& (%（!（$）(

0
9
，故 故正确；

由题干信息无法确定 !，$的包含关系，
故 .错误；

因为 %（$）#/'%（$）#/'
/
9

#0
9
，所以

%（!$）#
0
共

#%（!）%（$），则 !，$独立，

进而可知，!与 $相互独立，故 选正确#
故选 +故选#

(#""突破点 计算古典概型的概率、独立
事件的判断



【解析】依题意，依次抛掷两枚质地均匀
的骰子，基本事件总数为 :有:#0:，其中
事件 !#“ "%，#6 ”包含的样本点有（/，
:），（&，(），（ 0，9），（ 9，0），（ (，&），（ :，
/），共 : 个；事件 $#“ "，#&+'/（+，
，-） ”包含的样本点有（/，/），（0，0），
（(，(），（/，0），（ /，(），（ 0，/），（ 0，(），
（(，/），（(，0），共 ） 个；事件 7#“"(0”
包含的样本点有（/，/），（/，&），（/，0），
（/，9），（/，(），（ /，:），（ &，/），（ &，&），
（&，0），（&，9），（ &，(），（ &，:），（ 0，/），
（0，&），（0，0），（0，9），（0，(），（0，:），共
/共 个#
!与 $不能同时发生，但是能同时不发
生，故不是对立事件，故 故错误；
因为 !与 $不能同时发生，所以 !与 $
是互斥事件，则 %（!$）#*#又 %（!）#
:

:有:
# /

:
， %（ $） # ）

:有:
# /

9
， 所 以

%（!$）)%（!）%（$），所以 !与 $不相
互独立，故 +错误；
事件 !7包含的样本点有（/，:），（&，(），

（0，9），共 0 个，又 %（!）#
/
:
，%（7）#

/
&
，所以 %（!）%（7）#

/
/&

，则 %（!7）#

0
0:

#/
/&

#%（!）%（7），所以 !与 7相互

独立，故 .正确；
事件 $7包含的样本点有（/，/），（0，0），
（/，0），（/，(），（0，/），（0，(），共 : 个，因

为 %（$7）#
/
: )%（$）%（7），所以 $与

7不相互独立，故 选错误#故选 .#
)#""突破点 计算古典概型问题的概率、

独立事件的判断、独立事件的乘法公式
【解析】样本空间 *#｛/，&，0，9，(，:，6，

共｝，这是一个古典概型，可得 %（!）#
/
&
，

%（$） # /
&
，即 %（!$7） # /

9
%（7），

%（$7） )
/
&
%（7）， 从 而 ( （ 7） #

9(（!$7）且 (（7）)&(（$7）#
由 (（7）)&(（$7）可得事件7)当#又因
为 (（!$）#&，所以 (（!$7）#/ 或 &#
（/）若 (（!$7）#&，则 (（7）#共，即 7#
｛/，&，0，9，(，:，6，共｝，$7#｛(，:，6，共｝，
此时不满足 (（7）)&(（$7）#
（&） 若 ( （ !$7） #/， 则 ( （ 7） #9，
(（$7）)& 且 $7)当，又因为 !$#｛:，
共｝，所以 !$7#｛ :｝ 或 !$7#｛ 共｝，即
(（$7）#/ 或 0#
"若 (（$7）#/，!$7#｛:｝，此时 7#｛/，
&，0，:｝或 7#｛/，&，9，:｝或 7#｛/，0，9，
:｝或 7#｛&，0，9，:｝，也就是从事件｛/，



&，0，9｝9 个样本点中选 0 个，再加入 : 这
个样本点，即有 9 个满足条件的事件 7；
法若 (（$7）#/，!$7#｛共｝，同理也有 9
个满足条件的事件 7；
$若 (（$7）#0，!$7#｛:｝，此时 7#｛/，
(，:，6｝或 7#｛&，(，:，6｝或 7#｛0，(，:，
6｝或 7#｛9，(，:，6｝，
即从事件｛/，&，0，9｝ 9 个样本点中选 /
个，再加入 (，:，6 这 0 个样本点，即有 9
个满足条件的事件 7；
%若 (（$7）#0，!$7#｛共｝，同理也有 9
个满足条件的事件 7#
综上所述，满足条件的事件 7共计 9有9#
/: 个#故选 .#

故#
/:
6(

"突破点 独立事件的概率

【解析】若两次取球后，乙袋中恰有 9 个
球，则两次取球均为同色#
若第一次取球均取到红球，其概率为
0
(
有&

:
#/

(
，

第一次取球后甲袋中有 9 个红球和 & 个
白球，乙袋中有 / 个红球和 9 个白球，

第二次取到同色球的概率为
9
:

有 /
(

%

&
:
有9

(
#&

(
，

此时乙袋中恰有 9 个小球的概率是
/
(
有

&
(

#&
&(

；

若第一次取球均取到白球，其概率为
&
(
有9

:
#9
/(

，

第一次取球后甲袋中有 0 个红球和 0 个
白球，乙袋中有 & 个红球和 0 个白球，

第二次取到同色球的概率为
0
:

有 &
(

%

0
:
有0

(
#/

&
，

此时乙袋中恰有 9 个小球的概率是
9
/(

有

/
&

#&
/(

#

所以操作两次后，乙袋中恰有 9 个小球

的概率是
&
&(

%&
/(

#/:
6(

#

+#
(
共
"突破点 古典概型与函数恒成立

【解析】易知 ,2*，由 "29，可得 "'92*，

则 设（"）#,"%
"

"'9
#,"%/%

9
"'9

#,（"'9）%

9
"'9

%9,%/则9槡,%9,%/#（&槡,%/）
&
，

当且仅当 "# 9
,槡 %9 时，等号成立，



故 设（"）BA= #（&槡,%/）
&
#

则不等式 设（"） 29恒成立可转化为

（&槡,%/）
&
29恒成立，

因为 , 从 /，&，0，9 四个数中任取一个，9
从 9，共，/&，/:，&*，&9 六个数中任取一
个，所以构成（,，9）的所有基本事件总数
为 &9#

易知（ 槡& /%/）
&
#），（ 槡& &%/）

&
#）%槡9 &，

（/&，/:）， （ 槡& 0%/）
&
#/0% 槡9 0 ， （ /:，

&*），（ 槡& 9%/）
&
#&(#

设事件 !#“不等式 设（"）29恒成立”，则
事件 !包含的样本点为（/，9），（/，共），
（&，9），（&，共），（&，/&），（0，9），（0，共），
（0，/&）， （ 0， /:）， （ 9， 9）， （ 9， 共）， （ 9，
/&），（9，/:），（9，&*），（9，&9），共 /( 个，
因此不等式 设（"） 29恒成立的概率为
/(
&9

#(
共
#

为#"#Å¾?¿/7?¿z4

!"
!#&"考查点 条件概率

【解析】设事件“两人中至少有一人选择
大理古城”为 !，事件“两人选择的景点

不同” 为 $， 则 %（!） #&有9%/
&(

# ）
&(

，

%（!$）#
&有9
&(

#共
&(

，%（$$!）#
%（!$）
%（!）

#

共
）
#故选 故#

故选'( 设事件“两人中至少有一
人选择大理古城”为 !，事件“两人选择
的景点不同”为 $，事件 !含有的样本点

数 (（!）#./
&.

/
9%/#），事件 !$含有的样

本点数 (（!$）#./
&.

/
9 #共，所以所求概率

%（$$!）#
(（!$）
(（!）

#共
）
#

##&" 考查点 条件概率及对立事件的

概率

【解析】 由 %（$$!） #%（!$）
%（!）

# &
0 且

%（!）#/'%（!）#
0
9
，得 %（!$）#

/
&
，

由 %（!$$）#
%（!$）
%（$）

#0
9
，

得 %（!$）#
0
9
%（$），

由于 %（!$）%%（!$）#%（!），所以
/
&
%

0
9
%（$）#

0
9
，则 %（$）#

/
0
，

故 %（$）#/'%（$）#
&
0
#故选 故#



选#
(
//

"考查点 条件概率

【解析】设第 / 位顾客抽中 “隐形战机
歼'0(+”模型为事件 !，第 & 位顾客抽中
“隐形战机歼'&*战”模型为事件 $，

则 %（!$）#
&
(

有 0
9

#0
/*

，%（$）#
&
(

有

0
9
%0

(
有0

(
#00
(*

，故 %（!$$）#
%（!$）
%（$）

#

0
/*
00
(*

#(
//

，所以在第 & 位顾客抽中“隐形战

机歼'&*战”模型的条件下，第 / 位顾客抽

中“隐形战机歼'0(+”模型的概率为
(
//

#

%#-"考查点 全概率公式
【解析】 根据题意，由全概率公式可得
%（件）#%（!）%（件$!）%%（$）%（件$$）#
*#(有*#共%*#(有*#6#*#6(#故选 选#

)*+, 利用全概率公式的思路
（/）按照确定的标准，将一个复杂事件分
解为若干个互斥事件 !在（在#/，&，…，(）；

（&）求%（!在）和所求事件 $在各个互斥事

件!在发生条件下的概率%（$$!在）；

（0）代入全概率公式计算#

）#&"考查点 利用贝叶斯公式求概率
【解析】设选择邮件投诉维权为事件 !，

维权成功为事件 $，则 %（$）#
/
&
有9

(
%

0
/*

有 ）
/*

%/0
/**

#9
(
，%（!$）#

0
/*

有 ）
/*

#

&6
/**

，所以在维权成功的条件下，选择邮

件投诉维权的概率 %（!$$）#
%（!$）
%（$）

#

&6
/**

有(
9

#&6
共*

#故选 故#

(#""考查点 全概率公式
【解析】设“解出第一问”为事件!，“解出
第二问”为事件 $，由题意可得 %（!）#
:
/*

#*#:，%（$$!）#*#/，%（$$!）#*#6，

则 %（!） #*#9，%（$$!） #*#0，所以
%（!$）#%（!）%（$$!）#*#/共，%（!$）#
%（!）%（$$!）#*#*9， 所 以 %（ $） #
%（!$）%%（!$）#*#&&#故选 .#

)#&""突破点 条件概率 、全概率公式
【解析】对于 +，甲选择 / 号箱，奖品在 &
号箱里，主持人打开 0 号箱的概率为 /，
即 %（$0 $!&）#/，故 +错误；

对于 故，%（!/ ）#%（!& ）#%（!0 ）#
/
0
，

%（$0 $!/）#
/
&
，%（$0 $!&）#/，%（$0 $!0）#



*，则 %（$0 ） #%（!/ ） %（$0 $!/ ） %

%（!&）%（$0 $!&）%%（!0）%（$0 $!0）#
/
0
有

/
&
%/%*得 ) # /

&
， 因 此 %（ !/ $$0 ） #

%（!/$0）
%（$0）

#
%（!/）%（$0 $!/）

%（$0）
#

/
0
有/

&
/
&

#

/
0
，故 故正确；

对于 .，选，若继续选择 / 号箱，则获得奖

品的概率为
/
0
；若换号，选择剩下的那个

箱子，则获得奖品的概率为
/
&
，甲换号后

中奖概率增大，故 .正确，选错误#故
选 故.#

选$
!#为"考查点 全概率公式求概率，贝叶斯

公式求概率
【解析】记事件 !：检查结果呈阳性，事件
$：被检查确实患 W疾病#由题意可知，
%（$） #*#*** 9， %（ $） #*#））） :，
%（!$$）#*#）），%（!$$）#*#**/，所以
%（!）#%（$）%（!$$）%%（$）%（!$$）#
*#*** 9 有*#）） %*#））） : 有*#**/ #
*#**/ 0）( :，因此这种检验方法在该地

区的误诊率为 %（$$!） #%（!$）
%（!）

#

%（$）%（!$$）
%（!）

#*#））） :有*#**/
*#**/ 0）( : ）*#6/:#

故选 +#
##为"突破点 条件概率

【解析】记事件 !：甲参观珠海国际航展
中心，事件 $：甲与乙不到同一观展区，

则 %（!）#
/
0
#

因为每个观展区至少有 / 人，每人只参
观一个观展区，则先将 9 个人分为三组，
再将这三组分配给三个展区，样本点的
总数为 (（*）#.&

9+
0
0 #0:#

当事件 !，$同时发生时，若有 & 人参观
珠海国际航展中心，则另外 / 人为丙或
丁，此时不同的参观情况种数为 &+&

& #9；
若只有甲参观珠海国际航展中心，将另
外 0 人分成两组，再将这两组分配给另
外两个展区，此时不同的参观情况种数

为.&
0+

&
& #:，因此%（!$）#

(（!$）
(（*）

#9%:
0:

#

(
/共

，由条件概率公式可得 %（$$!） #

%（!$）
%（!）

#(
/共

有0#
(
:
#故选 +#

选#&"-"突破点 条件概率与数列
【解析】掷两枚硬币向上的结果有：（正、



正），（正、反），（反、正），（反、反），共有
9 种情况，记事件 !：向上的结果为一正
一反，记事件 $：向上的结果为同正或同

反，则 %（!）#%（$）#
/
&
，故 +错误；

设事件 F：第一次投篮的人是甲，事件 =：

第二次投篮的人是乙，则 %（F=）#
/
&
有

/'
/
0得 ) #/

0
，%（=）#%（F=）%%（F=）#

/
&

有 /'
/
0得 ) % /'

/
&得 ) 有 /

&
# 6

/&
， 则

%（F$=）#
%（F=）
%（=）

#

/
0
6
/&

#9
6
，故 故正确；

第二次投篮的人是甲的概率为 / '

%（=）#/'
6
/&

#(
/&

，故 .正确；

已知 ,/ #
/
&
，当 (则& 时，,( #,('/·

/
0
%

（/',('/）· /'
/
&得 ) ，即 :,(%,('/ #0，故

选正确#故选 故.选#

%#
&
(
"突破点 计算条件概率、利用全概

率公式求概率
【解析】由于六件货物的质量之和不是 0
的倍数，因而不可能出现三个箱子的质
量都相同的情况#
设事件 !表示存在两个箱子，它们的质
量相同且同时最小，事件 $表示第一、二
个箱子的质量均不小于第三个箱子的
质量#
考虑三个箱子的摆放顺序，可得 %（$$

!）#
./

&+
&
&

+0
0

#&
0
#

当 !发生时，这两个箱子的货物组合只
能是｛/，9｝和｛&，0｝，｛ /，(｝和｛ &，9｝，
｛&，(｝ 和 ｛ 0，9｝ 三种可能，故 %（!） #
./

0+
&
0

.&
:.

&
9

#/
(
；当 !不发生时，!表示仅有一

个箱子的质量最小，易知 %（$$!）#
/
0
#

故%（$）#%（$$!）%（!）%%（$$!）%（!）#
&
0
有/

(
%/

0
有9

(
#&

(
#

）#突破点 计算条件概率、利用全概率公

式求概率
【解】（/）设试验一次，“取到甲袋”为事
件 !/，“取到乙袋”为事件 !&，“试验结果
为红球”为事件 $/，“试验结果为白球”

为事件 $&#
%（$/）#%（!/）%（$/ $!/）%%（!&）%（$/ $

!&）#
/
&
有）
/*

%/
&
有&
/*

#//
&*

，所以首次试



验结束的概率为
//
&*

#

（&） （（ ） 因 为 $/， $& 是 对 立 事 件，

%（$&）#/'%（$/ ） # ）
&*

，所以 %（!/ $

$& ） #
%（!/$&）
%（$&）

#
%（$& $!/）%（!/）

%（$&）
#

/
/*

有/
&

）
&*

#/
）
，所以选到的袋子为甲袋的

概率为
/
）
#

（)）由（（）得 %（!& $$& ）#/'%（!/ $

$&）#/'
/
）

#共
）
，所以方案"中取到红

球的概率为 %/ #%（!/ $$&）%（$/ $!/ ）%

%（!& $$&）%（$/ $!& ） # /
）

有 ）
/*

% 共
）

有

&
/*

#(
/共

#

方案法中取到红球的概率为 %& #%（!& $
$&）%（$/ $!/ ）%%（!/ $$& ）%（$/ $!& ）#

共
）
有）
/*

%/
）
有&
/*

#06
9(

#

因为
06
9(

2
(
/共

，所以方案法中取到红球的

概率更大#

!选"# ÆP»¼stABÇÈ�^
ÉÊ/M�

!"

!#-"考查点 离散型随机变量分布列及

期望的性质、离散型随机变量的方差
【解析】由题知 -%(%*#( #/，则 -%(#

*#(，故 +正确；

由 F（W）#-%*#:%0(%*#共#&#6，得 -%

0(#/#0，联立 -%(#*#(，得 -#*#/，(#

*#9，则 %（W2&）#%（W#0）%%（W#9）#

*#9%*#&#*#:，故 选错误；
F（0W'/）#0F（W）'/#共#/'/#6#/，故 故

正确；
点（W）#（/'&#6） &有*#/%（&'&#6） &有*#0%

（0'&#6） &有*#9%（9'&#6） &有*#&#*#共/，

故 .正确#故选 选#
##为&-"考查点 离散型随机变量的均值

与方差
【解析】】#* 表示停止取球时没有取到黄

球，所以 %（】#*）#
/
0
，故 +正确；

随机变量 】的所有可能取值为 *，/，&，

%（】#/）#
&
0
有/

&
#/

0
，

%（】#&）#
&
0
有/

&
#/

0
，故 】的分布列为



】 * / &

%
/
0

/
0

/
0

所以 F（】）#*有
/
0
%/有

/
0
%&有

/
0

#/，故

故正确；
F（0】%/）#0F（】）%/#0有/%/#9，故 .
错误；

点（】）#
/
0
有（*'/） & % /

0
有（/'/） & % /

0
有

（&'/） & #&
0
，点（0】%/）#）有点（】）#:，故

选正确#故选 +故选#
选#-"考查点 离散型随机变量的均值及

方差的实际应用、二项分布的均值及
方差
【解析】由题可知方案（/）中这四位同学

抽到自己准备的书的概率均为
/
9
，易知

W知$ 9，
/
9得 ) ，

由二项分布的数学期望公式与方差公式

可知 F（W）#9有
/
9

#/，点（W）#9有
/
9

有

/'
/
9得 ) #0

9
#

由题可知 由的所有可能取值为 *，/，&，9，

%（由#*）#
0有0有/有/

+9
9

#）
&9

，%（由#/）#

./
9有&有/有/

+9
9

#共
&9

，%（由#&）#
.&

9有/有/
+9

9

#:
&9

，

%（由#9）#
/
+9

9

#/
&9

，

，F（由）#*有
）
&9

%/有
共
&9

%&有
:
&9

%9有
/
&9

#

/，点（由）#（*'/） & 有 ）
&9

%（/'/） & 有 共
&9

%

（&'/） &有:
&9

%（9'/） &有/
&9

#/，

，F（W）#F（由），点（W）)点（由）#故选 选#
%#考查点 独立事件的乘法公式、离散型

随机变量的均值
【解】（/）设事件 !表示“件被击中”，则
%（!）#）/%（/'）/））&%（/'）/）（/'）&））0 #
9
(
%/

(
有0

9
%/

(
有/

9
有&

0
#(）
:*

#

（&）设射击的总次数为 W，则 W的所有可
能取值为 /，&，0#
若按甲、乙、丙的顺序射击，则 %（W#
/）#）/，%（W#&）#（/'）/））&，%（W#0）#
（/'）/ ） （ / '）& ）， 所 以 F/ （W） #）/ %
&（/'）/））&%0（/'）/）（/'）&）#）/）&'&）/'
）&%0#
若按丙、 乙、 甲的顺序射击， 同理 得
F&（W）#）&）0'&）0'）&%0#
所以 F/（W）'F&（W）#（）/）&'&）/'）&%0）'
（）&）0'&）0'）&%0）#）/）&'&）/'）&）0%&）0 #



（）/'）0）（）&'&），又因为 ）/2）&2）0，）&)&，
所以 F/（W）'F&（W）)*#
所以要使射击总次数的数学期望较小，
应该让甲先射击#

）#考查点 离散型随机变量的分布列和均
值，全概率公式
【解】（/）记 !在#“随机选择 在个选项作
答”，在#/，&，0，$#“小张该题得 * 分”#

%（!/ ）#
/
&
，%（!& ）#

/
0
，%（!0 ）#

/
:
，

%（$$!/）#
./

/

./
9

#/
9
，%（$$!& ）#

./
0.

/
/

.&
9

#

/
&
，%（$$!0）#

.&
0.

/
/

.0
9

#0
9
，

则 %（$）#;
0

在#/
%（!在）%（$$!在）#

/
&
有/

9
%

/
0
有/

&
%/

:
有0

9
#(
/&

#

（&）记小王用策略一得分为随机变量 W，
W的可能取值为 *，&，0；记小王用策略二
得分为随机变量由，由的可能取值为 *，9，
:#

%（W#*）#
/
&
有
./

&

./
9

%/
&
有
./

/

./
9

#0
共
，

%（W#&）#
/
&
有
./

0

./
9

#0
共
，

%（W#0）#
/
&
有
./

&

./
9

#/
9
#

小王用策略一得分 W的分布列为

W * & 0

%
0
共

0
共

/
9

故 F（W）#*有
0
共
%&有

0
共
%0有

/
9

#0
&
#

%（由#*）#
/
&
有
.&

&

.&
9

%/
&
有
./

&.
/
&

.&
9

%/
&
有
./

0

.&
9

#

&
0
，%（由#9）#

/
&
有
.&

0

.&
9

#/
9
，%（由#:）#

/
&
有
.&

&

.&
9

#/
/&

#

小王用策略二得分 由的分布列为

由 * 9 :

%
&
0

/
9

/
/&

故 F（由）#*有
&
0
%9有

/
9
%:有

/
/&

#0
&
#

(#突破点 离散型随机变量的分布列、均
值与方差，频率估计概率
【解】（/）由题表可知 &** 名顾客中愿意
购买第一款新品的人数为 9* %共* %
&*#/9*，
用频率估计概率，从顾客中随机抽取
/ 人，估计该名顾客愿意购买第一款新品

的概率为
/9*
&**

#*#6#



（&）用频率估计概率，由题表可知从青少
年组中抽取 / 人，愿意购买第二款新品

的概率为
0*

0*%0*
#/

&
；

从中年组中抽取 / 人，愿意购买第二款

新品的概率为
:*

:*%9*
#0

(
；

从老年组中抽取 / 人，愿意购买第二款

新品的概率为
0*

0*%/*
#0

9
#

由题意，W的可能取值为 *，/，&，0，

%（ W # * ） # /'
/
&得 ) 有 /'

0
(得 ) 有

/'
0
9得 ) #/

&*
，

%（W#/） # /
&

有 /'
0
(得 ) 有 /'

0
9得 ) %

/'
/
&得 ) 有 0

(
有 /'

0
9得 ) % /'

/
&得 ) 有

/'
0
(得 ) 有0

9
#//
9*

，

%（W#&） # /
&

有 0
(

有 /'
0
9得 ) % /

&
有

/'
0
(得 ) 有0

9
% /'

/
&得 ) 有0

(
有0

9
#）
&*

，

%（W#0）#
/
&
有0

(
有0

9
#）
9*

，

所以 W的分布列为

W * / & 0

%
/
&*

//
9*

）
&*

）
9*

F（W） #* 有 /
&*

%/ 有//
9*

%& 有 ）
&*

%0 有

）
9*

#06
&*

#

（0）用频率估计概率，由题表可知顾客愿

意购买第 / 款新品的概率为
9*%共*%&*

&**
#

6
/*

；顾客愿意购买第 & 款新品的概率为

0*%:*%0*
&**

#0
(
；顾客愿意购买第 0 款新

品 的 概 率 为
(*%共*%/*

&**
# 6

/*
#所 以

F（】/）#F（】0 ）#/有
6
/*

%*有 /'
6
/*得 ) #

6
/*

，F（】&）#/有
0
(
%*有 /'

0
(得 ) #0

(
，

所以 点（】/ ）#点（】0 ）#
6
/*

'/得 )
&

有 6
/*

%

6
/*

'*得 )
&

有 /'
6
/*得 ) #&/

/**
，

点（ 】& ） # 0
(
'/得 )

&

有 0
(

% 0
(
'*得 )

&

有

/'
0
(得 ) #&9

/**
，所以 点（】& ） 2点（】/ ） #

点（】0）#"

）$
!#&"突破点 求离散型随机变量的均值、



求等比数列前 ( 项和
【解析】由题意，在第 W（/(W(）））次结

束抛掷的概率为
/
&得 )

W

，在第 /** 次结

束的概率为
/
&得 )

））

，

所以 F（W） #/ 有 /
&

%& 有 /
&得 )

&

%0 有

/
&得 )

0

%…%））有
/
&得 )

））

%/**有
/
&得 )

））

，

则
/
&
F（W）#/有

/
&得 )

&

%&有
/
&得 )

0

%0有

/
&得 )

9

%…%）共有
/
&得 )

））

%/））有
/
&得 )

/**

，

故
/
&
F（W）#

/
&

% /
&得 )

&

%…% /
&得 )

））

%

&** 有 /
&得 )

/**

'/）） 有 /
&得 )

/**

# /
&

%

/
&得 )

&

%… % /
&得 )

））

% /
&得 )

/**

# /

' /
&得 )

/**

，

所以 F（W）#&'
/
&得 )

））

)&#故选 故#

##&""考查点 离散型随机变量的均值与
方差
【解析】F（W）#'/有*#/%*有*#0%&有*#:#
/#/，F（由）#*有*#0%/有*#0%&有*#9#/#/，
故 +错误；
点（W） #（'/'/#/） & 有*#/%（*'/#/） & 有
*#0%（&'/#/） &有*#:#/#&），
点（由）#（*'/#/） &有*#0%（/'/#/） &有*#0%
（&'/#/） &有*#9#*#:），故 故正确；
因为 F（W）#F（由），所以总期望#/#/有
/* ***#// ***（元），故 .正确；
设投资甲 -元，投资乙（/* ***'-）元，
方差和#/#&）·-&%*#:）·（/* ***'-） & #
/#）共-&'/0 共**-%*#:）有/* ***&，易知
当 -#( *** 时，方差和不取最小值，故 选
错误#故选 故.#

选#&"突破点 离散型随机变量的均值及
分布列、等比数列各项的和
【解析】W#/，即投掷 / 次到达终点，故第

一次投掷的点数为 0，故 %（W#/）#
/
:
；

W#&，即投掷 & 次到达终点，故第一次投
掷的点数不为 0，第二次投掷的点数可根
据第一次投掷的点数来唯一确定，两次
投掷的点数有以下的情况：（/，&），（&，
/），（9，/），（(，&），（:，0），

故 %（W#&）#
(
:
有/

:
；

W#0，即投掷 0 次到达终点，前两次投掷
均没有到达终点，

%（W#0 ） # /'
/
:
'(

:
有/

:得 ) 有 /
:

#

(
:得 )

&

有/
:
；

……



W#(，即投掷 ( 次到达终点，前（('/）次
投掷均没有到达终点，

%（W#(）#
(
:得 )

('/

有/
:
#

故 F（W）#/有
/
:
%&有

(
:
有/

:
%0有

(
:得 )

&

有

/
:
%…%(·

(
:得 )

('/

有/
:
%…，"

(
:
F（W）#/有

(
:
有/

:
%&有

(
:得 )

&

有/
:
%0有

(
:得 )

0

有/
:
%…%(·

(
:得 )

(

有/
:
%…，法

则"'法得
/
:

F（W） # /
:

% (
:

有 /
:

%

(
:得 )

&

有 /
:

% (
:得 )

0

有 /
:

%…% (
:得 )

(

有

/
:

%… # 为AB
(…%7

/
:
' (

:得 )
(%/

有/
:

/'
(
:

#

为AB
(…%7

/'
(
:得 )

(%/

） ] ）/，故 F（W）#:#故

选 故#
%#突破点 离散型随机变量的分布列、均

值，条件概率
【解】（/）设事件 !#“更换电视机”，事件
$#“更换洗衣机”#

因为 %（!）#*#:，所以 %（!）#*#9#

因为 %（!$）#*#&，%（!$）%%（!$）#

*#9，且 %（!$） %%（!$） %%（!$） %

%（!$）#/，

所以 %（!$） #/'%（!$） '%（!$） '

%（!$）#/'*#9'*#&#*#9#

由全概率公式 %（!）#%（!$）%%（!$），

得 %（!$）#%（!）'%（!$）#*#&，

所以 %（!$）#*#&，同理可得 %（$）#

*#:，所以 %（$）#/'%（$）#*#9，

则 %（!$$）#
%（!$）
%（$）

#*#&
*#9

#*#(，所以居

民甲在不更换洗衣机的条件下更换电视
机的概率为 *#(#
（&）由题意知 W的可能取值为 0 (**，
9 ***，9 (**，( ***，( (**，

%（W#0 (**）#
.&

&

.0
(

#/
/*

，%（W#9 ***）#

.&
&.

/
&

.0
(

#/
(
，%（W#9 (**）#

./
&.

/
&

.0
(

#&
(
，

%（W#( ***）#
.&

&.
/
&

.0
(

#/
(
，%（W#( (**）#

.&
&

.0
(

#/
/*

#

所以 W的分布列为

W 0 (** 9 *** 9 (** ( *** ( (**

%
/
/*

/
(

&
(

/
(

/
/*



则 F（W）#0 (**有
/
/*

%9 ***有
/
(
%9 (**有

&
(
%( ***有

/
(
%( (**有

/
/*

#9 (**#

）#突破点 求离散型随机变量的均值及分
布列、独立事件的乘法公式
【解】（/）（（）设小刘第 在次抽到特别喜
欢的款式为事件 !在，
则小刘第二次才抽到特别喜欢的款式的

概率为 %（!&!/）#%（!/ ）%（!& ∣ !/ ）#

/）
&*

有/
/）

#/
&* 得 提示：也可以用 %（!&!/）#

./
/）.

/
/

+&
&*

#/
&* ) #

（)）W的可能取值为 /，&，0，…，&*，则

%（W#+） #
++'/

/） ·+/
/

++
&*

# /
&*

，+#/， &， 0，

…，&*，
所以 W的分布列为

W / & … /） &*

%
/
&*

/
&*

…
/
&*

/
&*

则 F（W）#/有
/
&*

%&有
/
&*

%…%&*有
/
&*

#

（/ %& %… %&* ） 有 /
&*

#（/%&*）有&*
&

有

/
&*

#&/
&
#

（&）记 ）#
/
&*

#*#*(，由的可能取值为 /，

&，0，…，/*#
因为前 ） 次（包含第 ） 次）没有保底，则
%（由#+）#（/'））+'/）#*#）(+'/ 有*#*(，其
中 +#/，&，…，），
%（由#/*）#（/'）） ））%（/'）） ）（/'））#
（/'）） ） #*#）(），所以 由的分布列为

由 / & … ） /*

%
*#）(*有
*#*(

*#）(/有
*#*(

…
*#）(共有
*#*(

*#）(）

则 F（由）#/有*#）(* 有*#*(%&有*#）(/ 有
*#*(%…%）有*#）(共有*#*(%/*有*#）(）#
记 所#/有*#）(*%&有*#）(/%…%）有*#）(共，
则 *#）(所 #/ 有*#）(/ %& 有*#）(& %… %
）有*#）(），
两式相减，得 *#*(所#/有*#）(* %*#）(/ %
…%*#）(共'）有*#）(） #&*'&）有*#）(），
所以 F（由）#*#*(所%/*有*#）(） #&*'/）有
*#）(））共#*0）共#

(#突破点 由频率分布直方图求平均数、
离散型随机变量的方差与期望
【解】（/）该厂商生产口罩质量指标值的
平均数为（/*(有*#**(%//(有*#*9*%/&(有
*#*0* %/0( 有*#*&* %/9( 有*#**( ） 有
/*#/&0；
（*#**( %*#*9*） 有/* #*#9( )*#:，



（*#**(%*#*9*%*#*0*）有/*#*#6(2*#:，
故第 :* 百分位数落在［/&*，/0*）内，设
其为 "，则 （ *#**( %*#*9*） 有/*%（"'
/&*）有*#*0*#*#:，
解得 "#/&(，故第 :* 百分位数为 /&(#
（&）一级口罩与二级口罩的个数比为

*#*&*%*#**(
*#**(%*#*9*%*#*0*

#/
0
，

现从样本口罩中利用分层随机抽样的方
法随机抽取 共 个口罩，则一级口罩有 共有
/

/%0
#& 个，二级口罩有 共有

0
/%0

#: 个，

再从中抽取 0 个，记其中一级口罩个数
为 为，为的可能取值为 *，/，&，

%（为#*）#
.0

:

.0
共

#(
/9

，%（为#/）#
./

&.
&
:

.0
共

#/(
&共

，

%（为#&）#
.&

&.
/
:

.0
共

#0
&共

，

故 为的分布列为

为 * / &

%
(
/9

/(
&共

0
&共

数学期望为 F（为）#*有
(
/9

%/有
/(
&共

%&有

0
&共

#0
9
，

方差 为 点（ 为） # *'
0
9得 )

&

有 (
/9

%

/'
0
9得 )

&

有/(
&共

% &'
0
9得 )

&

有0
&共

#9(
//&

#

（0）W的可能取值为 *，(，&(，

%（W#*）# /'）
(&得 ) 得 /'&>4?）

(
( ) #/'

）
(& '

&>4?）
(

(
%
&）>4?

）
(

(0 ，

%（W#(）#）
(& 得 /'&>4?）

(
( ) %

&>4?）
(

(
·

/'）
(&得 ) #）

(& '
9）>4?

）
(

(0 %
&>4?）

(
(

，

%（W#&(）#）
(& ·

&>4?）
(

(
#
&）>4?

）
(

(0 ，

故 F（ W） #* %( 得 ）
(& '

9）>4?
）
(

(0 %

&>4?）
(

( ) %&(·
&）>4?

）
(

(0 #）
(
%&>4?）

(
，

令 为#
/
( ， *，

/
&得 ] ，设 设（为）#&>4?）为%

）为，则 F（W）#设（为）#

因为 设:（为） #）'&）?A= ）为#&） 得 /
&

'



?A= ）为) ，
当 为， *，

/
:得 ) 时，设:（为）2*，当 为， 得 /

:
，

/
& ] 时，设:（为）)*，

所以 设（为）在 为， *，
/
:得 ) 上单调递增，在

为，
/
:
，
/
&得 ] 上单调递减，

当 为#
/
:
，即 (#: 时，F（W）#设（为）取最

大值#

!%"#ËUVÇÈ^2�ÇÈ
�ÌÍÇÈ

!"
!#""考查点 二项分布的均值及概率

【解析】由题意知，每组中各个坑是否发
芽相互独立，每个坑不发芽的概率为（/'
）），设每组不发芽的坑数为 W，则 W知
$（(，/'）），因为每个试验组没有发芽的

坑数的平均数为 (有（/'））#
/
0
，解得 ）#

/9
/(

，所以每粒种子的发芽率为
/9
/(

#故

选 .#
##&""考查点 超几何分布，二项分布

【解析】由 W知$ (，
/
0得 ) ，得 F（W）#

/
0
(，

则 F（&W%/）#
&
0
(%/，故 +正确；

由 W知$ (，
/
0得 ) ，得 点（W）#

/
0
有&

0
(#

&
）
(，则 点（&W%/）#9点（W）#

共
）
(，故 故

错误；

由 W知$ (，
/
0得 ) ，得 %（W#/）#./

(有
/
0
有

&
0得 )

('/

，%（W#('/）#.('/
( 有&

0
有 /

0得 )
('/

，

故 %（W#/）#%（W#('/）不恒成立，故 .
错误；
当样本总数远大于抽取数目时，可以用
二项分布近似估计超几何分布，故 选正
确#故选 故.#

故选/0 超几何分布的抽取是不放
回地抽取，各次抽取不独立，二项分布的
抽取是有放回地抽取，各次抽取相互独
立#当超几何分布所对应的总体数量很
大且抽取数量很小时可以近似地看作二
项分布#

选#&"-"考查点 超几何分布的方差
【解析】由题意，随机变量 W服从超几何
分布，即 W知Q（(，0，0），所以 %（W#+）#
.+

0.
0'+
&

.0
(

，+#/，&，0，故 +错误；



根据超几何分布的方差的计算公式得，

点（W）#(·
件
*

· /'
件
*得 ) ·

*'(
*'/

，所以

点（W）#0有
0
(

有 /'
0
(得 ) 有&

9
#）
&(

，故 故

正确；
根据全概率公式，%（由& #/）#

%（由& #/$由/ #/）%%（由& #/$由/ #*）#

0
(
有&

9
%&

(
有0

9
#0

(
，故 .正确；

根据条件概率，可得 %（由/ #/$由& #/）#

%（由/ #/，由& #/）
%（由& #/）

#

0
(
有&

9
0
(

#/
&
，故 选正

确#故选 故.选#

%#
0
&
"考查点 超几何分布的均值

【解析】设盒中共有+个球，则
.&

0

.&
+

#/
(
，解

得 +#:，依题意 W满足超几何分布

W知Q（:，0，0），故 F（W）#0有
0
:

#0
&
#

）#考查点 二项分布的分布列及均值，频

率分布直方图
【解】（/）*#*/*有/*有(%*#*&*有/*有/(%

*#*/(有/*有&(%*#*0*有/*有0(%*#*&(有

/*有9(#&），故均值为 &）#

（&）设 / 次试验中正确识别图象数量不
少于 &* 个的概率为 ），

则 ）#*#*/(有/*%*#*0*有/*%*#*&(有/*#

*#6，则 W知$（0，*#6）#

%（W#*）#.*
0有*#6

*有*#00 #*#*&6；

%（W#/）#./
0有*#6

/有*#0& #*#/共）；

%（W#&）#.&
0有*#6

&有*#0/ #*#99/；

%（W#0）#.0
0有*#6

0有*#0* #*#090，

所以 W的分布列为

W * / & 0

% *#*&6 *#/共） *#99/ *#090

F（W）#*有*#*&6%/有*#/共）%&有*#99/%0有

*#090#&#/（另解：F（W）#0有*#6#&#/）#

(#突破点 建立二项分布模型解决实际问

题，超几何分布的均值及分布列
【解】 （/）由题可得，抽取的 /* 件产品
中，一等品有 9 件，非一等品有 : 件，

所以 W的所有可能取值为 *，/，&，0#

%（W#*）#
.*

9.
0
:

.0
/*

#/
:
，

%（W#/）#
./

9.
&
:

.0
/*

#/
&
，

%（W#&）#
.&

9.
/
:

.0
/*

#0
/*

，



%（W#0）#
.0

9.
*
:

.0
/*

#/
0*

，

则 W的分布列为

W * / & 0

%
/
:

/
&

0
/*

/
0*

F（W）#*有
/
:
%/有

/
&
%&有

0
/*

%0有
/
0*

#:
(
#

（&）从采购的产品中有放回地随机抽取
0 件产品，记抽到四等品的数量为 由，

则 由知$得 0， /
( ) ，

所以 %（由#/）#./
0有

/
(
有 9

(得 )
&

#9共
/&(

#

（0）由题意得，方案二的产品的平均售价

为 &9有
9*
/**

%&&有
0*
/**

%/共有
/*
/**

%/:有
&*
/**

#

&/#&（元V件），因为 &/)&/#&，所以从采
购商的角度考虑，应该选择方案一#

)#&"考查点 正态分布求概率

【解析】易得
*#9%9#&

&
#&#0，由正态分布

的对称性可得 %（ *#9 )W( &#0） #

%（&#0(W)9#&）#*#&0，

故 %（W2*#9）#%（*#9)W(&#0）%*#(#

*#60#故选 故#
故#为&-"考查点 正态分布的实际应用

【解析】!生产线产品质量指标值的均值
为 共0，$生产线产品质量指标值的均值
为 共*，因为 共02共*，所以 !生产线产品质
量指标值的均值高于 $生产线产品质量
指标值的均值，故 +正确；

该企业产品质量指标值的均值是 共0有

&
0
%共*有

/
0

#共&，故 故正确；

!生产线产品质量指标值的标准差为

槡0: #:，$生产线产品质量指标值的标

准差为槡&( #(，因为 :2(，所以!生产线
产品质量指标值的标准差高于 $生产线
产品质量指标值的标准差，故 .错误；

根据正态分布知 %（W)（!'0/!）#%（由)

（$'0/$），即 %（W)共0'0有:）#%（W)
:(）#%（由)共*'0有(）#%（由):(），

故 !，$两条生产线的产品质量指标值低
于 :( 的概率相同，故选正确#故选+故选#

+#突破点 正态分布的性质
【解】（/）（（）比赛结束时恰好进行了 0

局，甲夺冠的概率 %/ #
0
(得 )

0

#&6
/&(

，

乙夺冠的概率 %& #
&
(得 )

0

# 共
/&(

，

所以比赛结束时恰好进行了 0 局的概率



%#%/%%& #
&6
/&(

% 共
/&(

#0(
/&(

#6
&(

#

（)）W的可能取值为 &，0#

因为 %（W#&）#
0
(得 )

&

% &
(得 )

&

#/0
&(

，

%（W#0）#/'%（W#&）#
/&
&(

，

所以 W的分布列为

W & 0

%
/0
&(

/&
&(

故 F（W）#&有
/0
&(

%0有
/&
&(

#:&
&(

#

（&）因为本赛季参赛选手总得分 由近似

地服从正态分布 *（（，/&），

所以参赛选手可获得“参赛纪念证书”的

概率 %（（'/(由(（%&/）#
/
&
%（（'/(

由(（%/）%
/
&
%（（'&/(由(（%&/））

/
&
有*#:共& 6%

/
&
有*#）(9 (#*#共/共 :#

&**有*#共/共 :#/:0#6&）/:9，

所以估计获得“参赛纪念证书”的选手人

数为 /:9#

为$

!#为"考查点 正态分布的实际应用

【解析】因为 W知*（0*，&&），所以 （#0*，

/#&，所以 %（&:(W(09））*#）(9 (，根

据正态曲线的对称性可得）* #%（W则&:）#

%（&:(W(09） %%（W209））*#）(9 (%

/'*#）(9 (
&

#*#）66 &(）*#）66#故选 +#

##为"-"突破点 超几何分布的概率及

均值

【解析】设从甲、乙、丙三个社团分别抽取

"，，，/人，则

"
/9

#，
&/

#/
/9

# 6
/9%&/%/9

，解得 "#&，，#

0，/#&，所以从甲、乙、丙三个社团抽取的

人数分别为 &，0，&，故 +正确；

易知随机变量 W服从超几何分布，不服

从二项分布，故 故错误；

随机变量 W的所有可能取值为 /，&，0，

%（W#/）#
./

(.
&
&

.0
6

#/
6
，%（W#&）#

.&
(.

/
&

.0
6

#

9
6
，

%（W#0）#
.0

(.
*
&

.0
6

#&
6
，

则随机变量 W的分布列为



W / & 0

%
/
6

9
6

&
6

F（W）#/有
/
6
%&有

9
6
%0有

&
6

#/(
6
，故 .

正确；

因为%（!）#%（W#0）#
&
6
，故选正确#故

选 +.选#
选#突破点 正态分布，古典概型，分层随机

抽样

【解】（/）因为抽样比为
）

&*%0*%9*
#/
/*

，

所以在［9*，(*）分数段抽取 &*有
/
/*

#&

人，在［ (*，:*） 分数段抽取 0*有
/
/*

#0

人，在 ［ :*， 6*） 分数段抽取 9* 有
/
/*

#

9 人#
设事件 !：这 9 人中至少有 & 人来自前 &

组，则 %（!）#/'
.9

9%.
0
9.

/
(

.9
）

#(
:
#

（&）（（）（）"#9(有
&*
&**

%((有
0*
&**

%:(有

9*
&**

%6(有
:*
&**

%共(有
0*
&**

%）(有
&*
&**

#6*#(，

/）/9#0/，
所以 （'/#(:#/），（%/#共9#共/，（%&/#
））#/&，（'&/#9/#共共#
所以 %（(:#/）(（(））#/&）#%（（'/(

（(（%&/）#
/
&
%（（'&/(（(（%&/）%

/
&
%（（'/(（(（%/））*#共/共 :#

（)）对于方案 &：设学生所获赠学习视
频小时数为 由，则 由的所有可能取值为
9*，0*，/*#
%（由#9*）#%（（((:#/））#%（（(（'

/））
/
&
有（/'*#:共& 6）#*#/(共 :(，

%（由#0*）#%（(:#/）)（(共9#共/）#%（（'

/)（(（%/））*#:共& 6，
%（由#/*）#%（（则共9#共/）#%（（则（%

/））
/
&
有（/'*#:共& 6）#*#/(共 :(#

F（由）#9*有*#/(共 :(%0*有*#:共& 6%/*有
*#/(共 :(#&共#9/0 (）&共2&(，
所以方案 & 该平台赠送的学习视频总时
长更多#

%#突破点 错位相减法求和，求离散型随
机变量的均值，超几何分布的均值
【解】（/）因为共 &* 道试题，甲能答对其
中的 /( 道题，甲答题总得分 W#/*，即甲
在随机选中的 0 道题中答对 & 道题，答



错 / 道题，
所以甲答题总得分 W#/* 的概率 %（W#

/*）#
.&

/(.
/
(

.0
&*

#0(
6:

#

（& ） 设 甲 答 对 题 目 的 个 数 为 】， 则

】知Q（&*，0，/(），则 F（】）#
0有/(
&*

#）
9
，所

以 F（W）#F（(】）#
9(
9

#//#&(#

由题意可知，乙答题总得分 由的取值范
围为｛*，(，/*，…，/**｝，

%（由#*）#
/
9
，%（由#(）#

0
9
有/

9
，%（由#

/*）#
0
9得 )

&

有/
9
，…，%（由#/**）#

0
9得 )

&*

，

F（由）#
(
9

有 0
9

%/*
9

有 0
9得 )

&

%…%）(
9

有

0
9得 )

/）

%/**有
0
9得 )

&*

，

记 所 # (
9

有 0
9

% /*
9

有 0
9得 )

&

%… %

）(
9
有 0

9得 )
/）

，

则
0
9

所 #(
9

有 0
9得 )

&

%/*
9

有 0
9得 )

0

%…%

）(
9
有 0

9得 )
&*

，

则
/
9

所 # (
9

有 0
9

% (
9

有 0
9得 )

&

% (
9

有

0
9得 )

0

%…%(
9
有 0

9得 )
/）

'）(
9
有 0

9得 )
&*

#

/(
9

/'
0
9得 )

/）

） ] '）(
9
有 0

9得 )
&*

，

所以 所#/( /'
0
9得 )

/）

） ] '）(有
0
9得 )

&*

，

F（由） #/( /'
0
9得 )

/）

） ] '）(有
0
9得 )

&*

%

/**有
0
9得 )

&*

#/( '/( 有 0
9得 )

/）

%( 有

0
9得 )

&*

#/('/(有
0
9得 )

&*

，

因为
0
9得 )

/*

） *#*:， 所 以 F（ 由） #

/9#）9:，则 F（由）2F（W），所以从期望角
度乙胜出#

）#突破点 二项分布的均值
【解】（/）记“破解后信息字符为‘#’”为
事件 件，“在破解后信息字符中有 # 的情
况下，传递信息字符为 #”为事件 *，

由于传递信息字符为 符，#，，时，均有
/
0

的可能破解后信息字符为 #，则 %（件）#

0
9
有/

0
#/

9
，%（*）#

/
0
，所以 %（件*）#

%（ 件） %（ *） # /
9

有 /
0

# /
/&

， 所 以



%（*$件）#
%（件*）
%（件）

#

/
/&
/
9

#/
0
#

（&）由（/）可知，若传递信息字符为 #，则

被破解正确的概率为
/
0
，W所有可能的

取值为 *，/，&，0，

%（W#*）# /'
/
0得 )

0

#共
&6

，%（W#/）#

./
0有

/
0
有 /'

/
0得 )

&

#9
）
，%（W#&）#.&

0 有

/
0得 )

&

有 /'
/
0得 ) #&

）
，%（W#0）#.0

0 有

/
0得 )

0

#/
&6

，

所以 W的分布列为

W * / & 0

%
共
&6

9
）

&
）

/
&6

因为 W知$ 0，
/
0得 ) ，所以 F（W） #0 有

/
0

#/#

（0）记“传递信息字符只有一种”为事件
!，“传递信息字符只有两种”为事件 $，
“传递信息字符有三种”为事件 7，“破解
后信息字符均为‘#’”为事件 由，
事件 !中，由（/）可知，传递信息字符为
符，#，，中的某一个，

故 %（ !） #./
0

/
0得 )

0

# /
）
， %（ 由） #

［%（件）］ 0 # /
9得 )

0

#/
:9

，

%（!由）#%（!）%（由）#
/
）
有/
:9

# /
(6:

#

事件 $中，传递信息字符为 符，#，，中的
某两个，且有 / 个字符被传递了 & 次，顺
序有 .&

0 种，

故 %（$）#.&
0.

/
&.

&
0

/
0得 )

&

有/
0

#&
0
，

%（由）#［%（件）］ 0 # /
9得 )

0

#/
:9

，

%（$由）#%（$）%（由）#
&
0
有/
:9

#/
）:

#

事件 7中，传递信息字符中 符，#，，各一

次，顺序不定，%（7） #+0
0

/
0得 )

0

# &
）
，

%（由）#［%（件）］ 0 # /
9得 )

0

#/
:9

，%（7由）#

%（7）%（由）#
&
）
有/
:9

# /
&共共

，

则 %/ #%（!$由）#
%（!由）
%（由）

# /
(6:

有:9#
/
）
，

%& #%（$$由）#
%（$由）
%（由）

#/
）:

有:9#
&
0
，



%0 #%（7$由）#
%（7由）
%（由）

# /
&共共

有:9#
&
）
，

所以 %/)%0)%&#

!）"#»¼IÎ/'Î6Ï·Ð�

!"
!#""考查点 随机数表

【解析】由题意可知，得到的编号依次为
&0/，*&0，/96，*）共，(/0，…，则得到的第 (
个编号是 (/0#故选 .#

##共"考查点 分层随机抽样
【解析】田径队运动员的总人数是 &共%
&/#9） 人，/9 人的样本占总体的比例为
/9
9）

#&
6 得 提示：在按比例分配的分层随

机 抽 样 中， 抽 样 比 #样本容量
总体容量

#

各层样本容量
各层个体总量 ) ，于是应该在男运动员

中随机抽取 &共有
&
6

#共 人#

选#/0"考查点 分层随机抽样的均值与
方差
【解析】0 个年级抽取的学生人数分别为

0，0，9，则 则#/
/*

有（0有9共%0有(&%9有((）#

(&，故 样 本 的 方 差 3& # 0
/*

有［ 9 %

（9共'(&） & ］ % 0
/*

有［ /* %（(&'(&） & ］ %

9
/*

有［/%（(('(&） &］#/0#

%#为""考查点 统计图表
【解析】对于 +，根据题图可知，大学生使
用购物类 +TT占比为 &(#6为， 故 +
正确；
对于 故，根据题图可知，大学生使用 +TT
是 为 了 学 习 与 生 活 需 要 的 占 比 为
09#0为%/9#*为#9共#0为，故 故错误；
对于 .，根据题图可知，使用 +TT偏好情
况中 6 个占比数字的极差是 &(#6为'
&#6为#&0为，故 .正确；
对于 选，根据题图可知，+TT使用目的中
: 个占比数字从小排到大分别为 *#:为，
共#9为，/9#*为，/:#0为，&:#9为，09#0为，
又 : 有9*为 #&#9， 所 以 9*为分 位 数
是 /9#*为，故 选错误#故选 +.#

）#为&-" 考查点 中位数、极差、百分位
数、方差
【解析】甲、乙的得分从小到大排列如下：
甲：6#*，共#0，共#），共#），）#&，）#0，
乙：共#/，共#(，共#:，共#:，共#6，）#/，
故去掉最高分和最低分可得，甲得分的
中位数为 共#），乙得分的中位数为 共#:，
故 +正确；
甲得分的极差为 ）#0'6#*#&#0，乙得分



的极差为 ）#/'共#/#/，故 故正确；
:有6(为#9#(，所以甲得分的第 6( 百分位
数为 ）#&，乙得分的第 6( 百分位数为
共#6，故 .错误；
由题图可以看出甲得分的波动比乙大，
故甲得分的方差大于乙得分的方差，故
选正确#故选 +故选#

(#&"-"考查点 由频率分布直方图估计
平均数，众数
【解析】由于频率分布直方图中所有矩形
的面积之和为 /，
则（,%*#*/(%*#*9(%*#*0*%,）有/*#/，
得 ,#*#**(，故 +错误；
消费金额在区间［&*，0*）内的人数最多，
所以这 /** 名学生消费金额的众数为
&*%0*

&
#&(，故 故正确；

这 /** 名学生消费金额的平均数为
*#*(有(%*#/(有/(%*#9(有&(%*#0有0(%
*#*(有9(#&:#(，故 .正确；
消费金额在区间 ［ *， /*） 内的人数为
/**有*#*(#(，消费金额在区间［/*，&*）
内的人数为 /**有*#/(#/(，根据按比例
分配的分层随机抽样的方法，从区间［*，

/*）内抽取的人数为
(

(%/(
有共#&，故 选正

确#故选 故.选#
)#"" 考查点 频数分布表、中位数、平

均数
【解析】将 /** 名学生的身高从小到大排
列，/** 名学生身高的中位数是第 (* 名
和第 (/ 名学生身高的平均值，
第 (* 名和第 (/ 名学生的身高均不小于
/:* >B，所以 /** 名学生身高的中位数
不小于 /:* >B，故 +错误；
/** 名学生中身高低于 /:( >B的学生有
:* 名， 所以 /** 名学生中身高低于
/:( >B的学生所占比例为 :*为，故 故
错误；
/** 名学生身高的极差的最大值小于
/共*'/(*#0*#最小值大于 /6('/((#&*，
所以极差介于 &* >B至 0* >B之间，故 .
正确；若同一组中的数据都用右端点值
来估计，则这 /** 名学生身高的平均值

的最大值小于
/
/**

有（/((有/*%/:*有&*%

/:(有0*%/6*有&(%/6(有/*%/共*有(）#
/::，所以平均值不一定介于 /:* >B至
/:( >B之间，故 选错误#故选 .#

故#&-"考查点 由频率分布直方图计算频
率，估计中位数、平均数
【解 析 】 因 为 （ *#**/ %*#**& %&, %
*#**/ (%*#*** (） 有/** #/，所以 , #
*#**& (，则年收入落在区间［9**，6**）
内的小型民营企业的频率为 *#&( %



*#&(%*#/(#*#:(，故 +错误；
样本中年收入低于 (** 万元的小型民营
企业的频率为（*#**/%*#**&%*#**& (）有
/**#*#((2*#(，故 故正确；
因为年收入在 9** 万元以内的小型民营
企业的频率为 *#0，所以该工业园区有
0*为的小型民营企业能享受到减免税政
策，故 .错误；
因为 *#/%*#& #*#0，所以中位数应该
在［9**，(**）内，设中位数为 9**%"，则
*#**& ("#*#&，解得 "#共*，所以中位数
约为 9共*，平均数约为 &(*有*#/%0(*有
*#&%（9(*%((*）有*#&(%:(*有*#/(%6(*有
*#*(#9共*，中位数等于平均数，故 选正
确#故选 故选#

+#""突破点 极差
【解析】因为 :有共*为#9#共，所以 "( #/&，

又
/
: ;

:

在B/
"在#/&，

所以 "/ %"& %0"( %": #6&，即 "/ %"& %
": #0:，
因为 ":2"( #/&，所以 ": 的值可能是 /0，
/9，/(，
当 ": #/0 时，"/%"& #&0，因为 "/)"&)/&，
且"/，"& 为整数，所以"/%"& #&0 不可能；
当 ": #/9 时，"/%"& #&&，因为 "/)"&)/&，
且"/，"& 为整数，所以"/%"& #&& 不可能；
当 ": #/( 时，"/%"& #&/，因为 "/)"&)/&，
且 "/，"& 为整数，
所以当且仅当 "/ #/*，"& #// 时，"/ %
"& #&/，
所以所求极差为 /('/*#(#故选 .#

!数#"" 考查点 平均数、中位数、众数、

方差
【解析】由于平均数为 0，中位数为 9，所
以这 ( 个数从小到大排列后，第 0 个数
是 9，当第 0，9，( 个数为 9，9，9 时，这 0
个数的总和为 /&，第 /，& 个数的总和为
0，故这 ( 个数可以是 /，&，9，9，9，故 +
错误；
由于中位数为 0，众数为 (，所以这 ( 个
数从小到大排列后，第 0 个数是 0，则第
9 和第 ( 个数为 (，所以这 ( 个数可以
是 /，&，0，(，(，故 故错误；
由于平均数为 9，方差为 /#&，设 ( 次出
现的点数分别为 "在（在#/，&，0，9，(），则
/
(

［ （"/'9）
& %（"&'9）

& %（"0'9）
& %

（"9'9）
&%（"('9）

&］ #/#&，若有一个数
为 /， 不 妨 取 "/ #/， 则 （"&'9）

& %

（"0'9）
&%（"9'9）

&%（"('9）
& #'0，不合

题意，则一定没有出现点数 /，故 .
正确；
由中位数为 9，方差为 /#:，所以这 ( 个
数从小到大排列后，第 0 个数是 9，平均



数的最小值为 &#共，设这 ( 个数从小到
大 排 列 后 为 "/， "&， 9， "9， "(， 则
/
(
［（"/'"）

& % （"&'"）
& % （9'"） & %

（"9'"）
& %（"('"）

& ］ #/#:， （"/'"）
& %

（"&'"）
&%（9'"） & %（"9'"）

& %（"('"）
& #

共，若 "/ #/，则（/'"） &(共，（9'"） &(共，

若取平均数为 0，则（/'0） &%（"&'0）
&%

（9'0） & % （"9'0）
& % （"('0）

& # 共，

（"&'0）
&%（"9'0）

&%（"('0）
& #0，则 "& #

&，"9 #"( #9 符合要求，故 选错误#故
选 .#

!!#共#共 "突破点 平均数、方差
【解析】"/，"&，…，":，，/，，&，…，，） 的平

均 值 为
"/%"&%…%":%，/%，&%…%，）

/(
#

:有0%）有共
/(

#:，

又（"/'0）
&%（"&'0）

&%…%（":'0）
& #9有

:#&9，即 "&
/ %"

&
& %…%"&

: ':（"/ %"& %…%

":）%:有0
& #"&

/ %"
&
& %…%"&

: ':有:有0%:有

0& #&9，

所以 "&
/%"

&
&%…%"&

: #6共，

（，/'共）
&%（，&'共）

& %…%（，）'共）
& #&有

）#/共，

同理可得 ，&
/%，

&
&%…%，&

） #(）9，

所求 方 差 为 3& # /
/(

［ （"/':）
& %

（"&':）
& %… %（":':）

& %（，/':）
& %

（，&':）
&%…%（，）':）

& ］ #/
/(

［"&
/ %"

&
& %

…%"&
:%，

&
/%，

&
&%…%，&

）'/&（"/%"&%…%":%

，/ %，& %… %，） ） %/( 有:& ］ #

6共%(）9'/&有（:有0%）有共）%/(有:&

/(
#共#共#

!##9"）0:"突破点 百分位数
【解析】因为 & *&(#09有(&，所以 09 整除
& *&(，且 0( 不能整除 & *&(，

所以T4所0& *&(#9#

根据题意 0& #） 整除 3，且 00 #&6 不能
整除 3，

因为3)9*，所以3的所有可能取值为 ），
/共，0:，所以 !#｛），/共，0:｝，

所以根据已知条件 ,9有 ）/共，）0:，/共），
/共0:，0:），0:/共 六种可能，

从小到大排序为 /共）， 0:）， ）/共， 0:/共，
）0:，/共0:，

因为 :有共*为#9#共，所以样本数据的
共*为分位数是第 ( 个数 ）0:#

个(数#hÑ=Ò>Ó·ÇÔ

!"

!#-"考查点 判断正、负相关，样本相关



系数的意义及辨析，残差的分析
【解析】由题图可知，样本数据的两变量
"，，负相关，故 +错误；由题图可知，$点
相对于其他点，偏离直线较远，故去掉 $

点后，回归直线拟合的效果更好，故 故，.

错误，选正确#故选 选#

##为&""考查点 线性回归分析

【解析】 因为经验回归直线的斜率为
*#/9，所以 ，与 "正相关，故 +正确；

由表格中的数据可得 "#
0%9%(%-

9
#0%

-
9
，，#

*#/%*#&%*#9%*#(
9

#*#0，所以样

本中心点为 0%
-
9
，*#0得 ) ，将样本中心点

的坐标代入经验回归方程得 *#/9 有

0%
-
9得 ) '*#00#*#0，解得 -#:，故 故正

确（提示：求解经验回归方程的关键是确
定 ,̀，9U，应充分利用经验回归直线过样本

点的中心（"，，））；

当 "#0 时，，̀#*#/9有0'*#00#*#*），所以

当 "#0 时，残差为 *#/'*#*）#*#*/，故.

正确；

因为 ，与 "正相关，所以样本相关系数 O

为正数，故 选错误#故选 +故.#

选#考查点 线性回归分析

【解】（/）易得 "#
/
9
有（/*%/&%/9%/:）#

/0，，#
/
9
有（:&%共:%//&%/0&）#）共，

;
9

在B/
（"在'"） （，在'，） #（'0） 有（'0:） %

（'/）有（'/&）%/有/9%0有09#&0:，

故O#
;

9

在B/
（"在E"）（，在E，）

;
9

在B/
（"在E"）

槡
& ;

9

在B/
（，在E，）

槡
&

#

&0:
&*有槡 & 6）&

# &0:
9有槡0 9）*

）
(）
(）#/）

*#））共#

则$O$2*#6(（提示：对于样本相关系数 O，

当 O2* 时，两个变量正相关；当 O)* 时，

两个变量负相关；$O$越接近于 /，两个变
量的相关性越强），故可用线性回归模型
拟合#

（&） 9U#
;

9

在B/
（"在E"）（，在E，）

;
9

在B/
（"在E"） &

B &0:
&*

B

//#共， ,̀#，'9U"#）共'//#共有/0#'((#9，

故经验回归方程为 ，̀#//#共"'((#9#

%#突破点 非线性回归分析

【解】（/）由残差图可知模型"的残差值
比较分散和远离横轴，所以模型"的残



差平方和大于模型法的残差平方和，所
以应选择模型法#
（&）（（）对于模型法：，̀#9U为= "%̀,，令 为#

为= "，可得 ，̀#9U为%̀,，则9U#
;

:

在B/
为在，在E:为·，

;
:

在B/
为&在E:为&

B

0共共#/ E: I/#/ I9共#6
）#9 E: I/#/& ）0/#&，,̀ B，E

9U为） 9共#6 E0/#& I/#/） /9#9，可得 ，̀B
0/#&为可/9#9，所以，关于"的经验回归方
程为 ，̀B0/#&为= "可/9#9#
（)）由（（）可得 ，̀#0/#&为= "%/9#9 #
0得%&#:"，整理可得 0得#0/#&为= "%/9#9'

&#:"，

令 设（"）#0/#&为= "%/9#9'&#:"，"则/，则

设:（"）#
0/#&
"

'&#:#
0/#&'&#:"

"
，

令 设:（"）2*，解得 /(")/&；令 设:（"）)*，

解得 "2/&，

可知 设（"） 在 ［ /， /&） 内单调递增，在
（/&，%7）内单调递减，

所以当 "#/& 时，0得#设（"）取到最大值，

即 得 取得最大值，所以第 /& 年营销成本
的预测值最大#

）#考查点 用样本估计总体、独立性检验
【解】（/）样本中，身高在 /6( >B及以上

的频率为
&6%&9
/**

#*#(/，

用该频率估计该校男生身高在 /6( >B

及以上的频率，

则该校 & *** 名男生中身高在 /6( >B及
以上的人数约为 & ***有*#(/#/ *&*#
（&）列 &有& 列联表如下：

身高在
［/6*，/共*）

身高不在
［/6*，/共*）

合计

合格 9* 0* 6*

不合格 /* &* 0*

合计 (* (* /**

所 以 所& # /**有（9*有&*'0*有/*） &

(*有(*有6*有0* ）

9#6:&，因为 0#共9/)9#6:&，所以依据小概率
值符#*#*(的独立性检验，/ *** 米测试成
绩合格与身高在［/6*，/共*）范围内有关#

关*+, 独立性检验的一般步骤
（/）根据样本数据制成 &有& 列联表；

（&）根据公式所& # (（,@'9;）&

（,%9）（;%@）（,%;）（9%@）

计算；

（0）比较 所& 与临界值的大小关系，作统
计推断#



#$
!#-"考查点 独立性检验

【解析】依题意可得 &有& 列联表如下：

男生 女生 合计

篮球迷 ）* &* //*

非篮球迷 :* 0* ）*

合计 /(* (* &**

所以 所& #&**有（0*有）*'&*有:*） &

/(*有(*有//*有）* ）:#*:)

:#:0(，
所以没有 ））为的把握认为是否是篮球迷
与性别有关，进而没有 ））#(为的把握认
为是否是篮球迷与性别有关，故 +，故
错误；

又 所&）:#*:20#共9/2&#6*:，最准确的是
在犯错误的概率不超过 *#*( 的前提下，
可以认为是否是篮球迷与性别有关，故
.错误，选正确#故选 选#

##为&-"突破点 线性回归分析，样本相

关系数

【解析】由题表得，"#
/
(

有（/%&%0%9%

(）#0，，#
/
(
有（&#9%0#/%9%(%(#(）#9#

F,̀#，'9U"，，9U#
，'̀,
"

#9'/#(6
0

#*#共/，故

+正确；

;
(

在B/
（"在'"）（，在'，）#（/'0）有（&#9'9）%

（&'0）有（0#/'9）%（0'0）有（9'9）%（9'
0）有（('9）%（('0）有（(#('9）#共#/，

;
(

在B/
（"在'"）

& # （/'0） & % （&'0） & %

（0'0） &%（9'0） &%（('0） & #/*，

;
(

在B/
（，在'，）

& #（&#9'9） & %（0#/'9） & %

（9'9） &%（('9） & %（(#('9） & #:#:&，O#

;
(

在B/
（"在E"）（，在E，）

;
(

在B/
（"在E"）

槡
& ;

(

在B/
（，在E，）

槡
&

#

共#/
/*有:#槡 :&

，，O2*，故 故正确；

经验回归方程为 ，̀#*#共/"U%/#(6，并不意
味着 "每增加 /，，一定增加 *#共/，会有
一定的浮动，故 .错误；

O& #
: (:/
: :&*

，;
(

在B/
（，在'̀，在）

& #（&#9'&#0共） &%

（0#/'0#/）） & %（9'9） & %（('9#共/） & %

（(#('(#:&） & #*#*(），

;
(

在B/
（，在'，）

& #:#:&，



，G& #/'
;

(

在B/
（，在E，̀在）

&

;
(

在B/
（，在E，） &

#/'
*#*(）
:#:&

#

: (:/
: :&*

，，O& #G&，故 选正确#故选 +故选#

选#突破点 样本相关系数的计算、求经验
回归方程、根据经验回归方程进行数据
预测

【解】（/）由题设，"#
/%&%0%9%(

(
#0，所

以;
(

在B/
（"在'"）

& #（/'0） & %（&'0） & %…%

（('0） & #/*，
所 以 O #

;
(

在B/
（"在E"）（，在E，）

;
(

在B/
（"在E"）

槡
& ;

(

在B/
（，在E，）

槡
&

B

共#/

槡/* I 6#槡 (
）

共#/
共#::）

*#）9，故应选模

型法#

（ & ） 得 # /%9%）%/:%&(
(

# //， ，#

*#共%/#/%/#(%&#9%9#&
(

#&，

所以;
(

在B/
（得在'得）

& #（/'//） &%（9'//） &%

…%（&('//） & #069，

所以 -̀#
;

(

在B/
（得在E得）（，在E，）

;
(

在B/
（得在E得）&

B(&#/
069 ）

*#/9，"

又 &#
(&#/
069

有// %̀(，则 (̀）*#96，故 ，̀#

*#/9得%*#96，
所以经验回归方程为 ，̀#*#/9"& %*#96，
故当 "#: 时，有 ，̀#*#/9有0:%*#96 #
(#(/（厘米），
所以预测第 : 天种子的胚芽长度为 (#(/
厘米#

%#突破点 求离散型随机变量的分布列及
期望、完善列联表、独立性检验解决实际
问题

【解】 （ /）由题意，男性有 /**有
）

）%//
#

9(（人），女性有 /**'9(#((（人），
补全 &有& 列联表如表所示：

性别
评价

喜欢 不喜欢
合计

男性 /( 0* 9(

女性 0( &* ((

合计 (* (* /**

（&）零假设 Q*：性别因素与评价结果



无关，
由 & 有 & 列 联 表， 可 得 所& #

/**有（&*有/('0*有0(） &

(*有(*有9(有((
#/**

// ） ）#*）/ 2

6#共6），
所以依据 符#*#**( 的独立性检验，可推
断 Q* 不成立，
即能认为性别因素与评价结果有关系#
（0）由题意得随机选取的 0 人中，不喜欢
的有 & 人，喜欢的有 / 人，
则 W的 所 有 可 能 取 值 为 /(*， &**，
&(*，0**，
且评价结果为“不喜欢”的观众“建言”

被采用的概率为
/
9
，

评价结果为“喜欢”的观众“建言”被采

用的概率为
/
&
，

则 %（W#/(*）#
0
9
有0

9
有/

&
#）
0&

，%（W#

&**）#
0
9

有 0
9

有 /
&

% 0
9

有 /
&

有&有
/
9

#/(
0&

，

%（W#&(*）#
/
&
有&有

0
9
有/

9
%/

9
有/

9
有

/
&

#6
0&

，%（W#0**）#
/
9
有/

9
有/

&
#/
0&

，

故分布列如下表：

W /(* &** &(* 0**

%
）
0&

/(
0&

6
0&

/
0&

F（W）#/(*有
）
0&

%&**有
/(
0&

%&(*有
6
0&

%

0**有
/
0&

#&**#

）#突破点 独立性检验解决实际问题，利
用全概率公式求概率，绘制 &有& 列联表，
独立重复试验的概率问题
【解】（/）依题意，列出 &有& 列联表如下：

( 局 0 胜 6 局 9 胜 合计

甲胜 *#共- *#）- /#6-

乙胜 *#&- *#/- *#0-

合计 - - &-

所& #&-（*#*共-&'*#/共-&） &

-有-有/#6-有*#0-
#&-
(/

，依据小

概率值 符#*#*/ 的独立性检验，
当 -则/6* 时，所&2:#:0(，赛制对甲队获

胜场数有影响；

当 -(/:） 时，所&):#:0(，赛制对甲队获

胜场数没有影响#

（&）设甲赢得比赛的概率为 %&(，设 !#



“进行 &( 局比赛甲最终获胜”，$#“第一局
甲赢”，7#“第二局甲赢”，则当 (则& 时，
%&( #%（!）#%（$7）%（!$$7）%%（$7）%（!$

$7）%%（$7）%（!$$7）%%（$7）%（!$$7），

而 $7发生及 $7发生意味着前 & 局比
赛甲恰好赢一局，则甲在 &( 局比赛后最
终获胜当且仅当甲在后续的 &('& 局比
赛中赢的局数要大于 ('/，

因此 %（!$$7）#%（!$$7）#%&('&；

在 $7发生的条件下，甲已经赢了前 &

局，则甲最终获胜当且仅当甲在后续的
&('& 局比赛中赢的局数要大于或等于
( ' /， 则 % （ ! $$7） # %&('& %

.('/
&('&）

('/（/'）） ('/；

在 $7发生的条件下，甲输掉前 & 局，则
甲最终获胜当且仅当甲在后续的 &('&

局比赛中赢的局数要大于 (，而这个事
件的概率等于甲在后续的 &('& 局比赛
中赢的局数大于 ('/ 的概率减去甲在
后续的 &('& 局比赛中恰好赢 ( 局的
概率，

故 %（!$$7）#%&('&'.
(
&('&）

(（/'）） ('&#

因此 %&( #&）（ / '）） %&('& %）& ［%&('& %

.('/
&('&）

('/ （/'）） ('/ ］ %（/'）） & ［ %&('& '

.(
&('&）

( （/'）） ('& ］ #［ &）（ / '）） %）& %

（/'）） & ］ %&('& %.('/
&('&）

(%/ （/'）） ('/ '

.(
&('&）

( （/'））( #%&('& %
（&('&）！

(！ （('/）！
）( （/'

）） ('/［/'）'（/'&））(］，

令 %&('%&('&则*，得 ((
/'）
/'&）

*)）)
/
&得 ) ，

则当 ）#
0
共 时，((

/'
0
共

/'&有
0
共

#(
&
，所以当

(#&，即 &(#9 时，%&( 最大，即进行 9 局
比赛时，甲俱乐部获胜的概率最大#

最大#?¿Ó·/BÕÖ×>9%

'(

!#突破点 概率与函数的综合应用
【解】（/）由题意可知甲第 & 局赢的概率

%#/
&
有/

0
% /'

/
&得 ) 有/

&
#(
/&

，所以乙

第 & 局赢的概率为 /'
(
/&

#6
/&

#

（&） （（） 在则& 时，%在#
/
0

%在'/ %
/
&
（/'

%在'/） #' /
:

%在'/ %
/
&
，所以 %在'

0
6

#

'/
:

%在'/'
0
6得 ) ，又 %/'

0
6

#/
/9

，所以数

列 %在'
0
6， }是首项为

/
/9

，公比为'/
: 的



等比数列，所以 %在'
0
6

#/
/9

有 '/
:得 )

在'/

，

所以 %在#
/
/9

有'/
:得 )

在'/

%0
6
#

（)）1
%在'为=（%在%/）%+则*，即 +则为=（%在%

/）'1
%在#

令 设（"）#为=（"%/）'1"，"2'/，则 设:（"）#

/
"%/

'1"（"2'/），易知 设:（"）在（'/，%7）

上单调递减，且 设:（*）#*，

所以当 "2* 时，设:（"）)*，设（"）单调递减，

显然 %在2*（在，，- ），因此要求 为=（%在%

/）'1
%在的最小值，即求 %在的最大值，

又 %在#
/
/9

有 '/
:得 )

在'/

% 0
6
，当 在为偶数

时，%在)
0
6
，当 在为奇数时，%在2

0
6
，

从而 %在的最大值在 在为奇数时取得，且

在 在为奇数时，%在#
/
/9

有 /
:得 )

在'/

%0
6 是单

调递减的，

%在的最大值为 %/ #
/
/9

%0
6

#/
&
，

所以 +则为= /%
/
&得 ) '1

/
& #

又 设（"）#为=（"%/）'1"在（*，%7）上单调

递减，所以 设
/
&得 ) )设（*），

而 设（*）#为=（/%*）'1* #'/，

设
/
&得 ) #为= /%

/
&得 ) '1

/
& 2'&，

所以'&)为= /%
/
&得 ) '1

/
& )'/，所以满

足 +则为= /%
/
&得 ) '1

/
& 的整数 +的最小值

为'/#

##突破点 离散型随机变量的分布列、概

率与等比数列的综合应用

（/）【解】棋子跳 / 格的概率为
9
:

#&
0
，

则跳 & 格的概率为 /'
&
0

#/
0
，棋子跳动

0 次后，W的所有可能取值为 0，9，(，:，

%（W#0）#
&
0得 )

0

#共
&6

，

%（W#9）#./
0

&
0得 )

&

有/
0

#9
）
，

%（W#(）#.&
0有

&
0
有 /

0得 )
&

#&
）
，

%（W#:）#
/
0得 )

0

#/
&6

，

所以 W的分布列为

W 0 9 ( :



%
共
&6

9
）

&
）

/
&6

（&）"【证明】由题意可得 ）(%& #
&
0
）(%/%

/
0
）(（*(((/6，(，，），

即 ）(%&'）(%/ #'/
0
（）(%/ '）( ），又 ）* #/，

）/ #
&
0
，则 ）/'）* #'

/
0
，故数列｛）(%/'）(｝

（*(((/共，(，，）是等比数列#

法【解】由"可得当 *(((/共，(，，时，

有 ）(%/'）( #'
/
0
· '/

0得 )
(

# '/
0得 )

(%/

，

则 ）( '）('/ # '/
0得 )

(

， ）('/ '）('& #

'/
0得 )

('/

，…，）/'）* #'
/
0
，

累加 得 ）( '）* #
'/

0
/''/

0得 )
(

） ]
/''/

0得 )
#

/
9
· '/

0得 )
(

' /
9
， 即 ）( # /

9
·

'/
0得 )

(

'/
9
%/#

0
9
%/

9
· '/

0得 )
(

，故

）/） #
0
9
%/

9
· '/

0得 )
/）

，）&* #/'）/），

有 0,·）/）'共,·）&* #0,·）/） '共,·（/'

）/）） #, （ //）/） '共 ） #, ） 00
9

%//
9

·

'/
0得 )

/）

' 共 ] # ,
9 ） / % // ·

'/
0得 )

/） ] 2*，故此种规则对游戏组织

者有利#
选#突破点 随机变量的分布列与数学期

望，独立事件的概率，等比数列
【解】（/）由题意得，随机变量 W的所有
可能取值为 &， 0， 9，可得 %（W#&） #

/
0得 )

&

#/
）
，%（W#0）#./

&有
/
0
有&

0
#9

）
，

%（W#9）#
&
0得 )

&

#9
）
#

所以 W的分布列为

W & 0 9

%
/
）

9
）

9
）

数学期望 F（W） #&有
/
）

%0有
9
）

%9有

9
）

#/*
0
#

（&）由这 ( 人的合计得分为 (%/ 分，得其



中只有 / 人计划既参观罗田天堂寨又游

览东 坡 赤 壁， 所 以 %( #./
( ·

&
0

·

/
0得 )

('/

#&(
0( ， ;

(

在B/
%在 B &

0
可 & I&

0&
可

& I0
00

可… 可 &(
0( ， 则

/
0 ;

(

在B/
%在 B &

0&
可

& I&
00

可& I0
09

可… 可 &(
0(可/，

由两式相减可得
&
0 ;

(

在B/
%在 B &

0
可 &

0&
可

&
00

可… 可 &
0(

E &(
0(可/

B &
0

I
/ E /

0(

/ E /
0

E

&(
0(可/，所以;

(

在B/
%在 B 0

&
/ E /

0(得 ) E (
0( #

（0）在随机抽取的若干人的合计得分为
('/ 分的基础上再抽取 / 人，则这些人
的合计得分可能为 ( 分或 (%/ 分，记“合
计得 ( 分”为事件 !，“合计得 (%/ 分”为
事件 $，!与 $是对立事件，

因为 %（!）#,(，%（$）#
&
0
,('/，所以 ,(%

&
0
,('/ #/（(则&），

即 ,('
0
(

#'&
0

,('/'
0
(得 ) （(则&），

因为 ,/ #
/
0
，,/'

0
(

#/
0
'0

(
#'9

/(
，则

数列 ,('
0
(， } 是首项为' 9

/(
，公比为

'&
0 的 等 比 数 列， 所 以 ,( ' 0

(
#

'9
/(

'&
0得 )

('/

（ ( 则 / ）， ,( #

'9
/(

'&
0得 )

('/

%0
(
（(则/），所以随着抽

取人数的无限增加，,( 趋近于常数
0
(
#

%#突破点 复数，随机变量的分布列，全概
率公式
【解】（/）一次操作后可能的复数为 /，A，

槡0 ，槡0A，/%槡0A，槡0%A#
（&）一次操作后复数的模所有可能的取

值为 /，槡0 ，&，由$//·/& $#$// $·$/& $，故

W的所有可能取值为 /，槡0 ，&，0，&槡0 ，9，

%（W#/）#
/
）
，%（W#槡0 ）#

&
）
，%（W#

&）#
&
）
，%（W#0）#

/
）
，%（W#&槡0 ）#

&
）
，

%（W#9）#
/
）
，

所以 W的分布列为

W / 槡0 & 0 &槡0 9



%
/
）

&
）

&
）

/
）

&
）

/
）

（0）若 /&( 为实数，则 CD5（/&(）#* 或 ）#

而 /，A，槡0 ，槡0A，/%槡0A，槡0%A的辐角主值

分别是 *， ）
&
，*， ）

&
， ）
0
， ）
:
，

设在 ( 次操作中，得到 A，槡0 A的次数为

,(，得到 /%槡0A的次数为9(，得到槡0%A的
次数为 ;(，

于是 CD5（/&( ） #,( ·）%9( ·
&）
0

%;( ·

&）
:

'+*）# ,(%
&9(%;(

0
'+*得 ) ）， +* ， ，，

且 +* 为偶数，

从而 ,( %
&9(%;(

0
'+* #为* ， ｛ *， /｝，即

&9(%;( #0（为*%+*',(），
因此所求的概率 L( 即为 &9(%;( 是 0 的
整数倍的概率#下面研究 L(%/ 与 L( 之间
的关系#
（（）&9(%;( 是 0 的整数倍，且第 (%/ 次

操作得到的复数是 /，A，槡0 ，槡0A得 概率为

&
0 ) ；
（)）&9(%;( 被 0 除余 /，且第 (%/ 次操

作得到的复数是 /%槡0A得 概率为
/
: ) #

（+）&9(%;( 被 0 除余 &，且第 (%/ 次操

作得到的复数是槡0%A得 概率为
/
: ) ；

因此由全概率公式可以得到 L(%/ #
&
0
L(%

/
:
（/'L( ）#

/
&
L( %

/
:
，变形得

L(%/'
/
0

#/
&

L('
/
0得 ) ，其中 L/ #

&
0
，故

L( #
/
0

/
&得 )

('/

%/
0
#

）#突破点 频率分布直方图，频率与概率，
统计与函数交汇
【解】 （ /） 由中位数为 共6#(，得 ( （;%
*#*&%,）%&#(9#&#(9%(（*#*9%*#*&）#

*#(，则
9#*#*共，
;%,#*#*9，，

由平均值为 共6，得 (;有6&#(%*#/有66#(%
(,有共&#(%(9有共6#(%*#&有）&#(%*#/有
）6#(#共6，则 6&#(;%共&#(,#0#&，联立解
得 ;#*#*/，,#*#*0，所以 ,#*#*0，9#
*#*共，;#*#*/#
（&）以频率作为概率，每件产品的质量指
标值 件与利润 ，（单位：万元）及对应概
率关系为

质量指
标值 件

［6*，
6(）

［6(，
共*）

［共*，
共(）

［共(，
）*）

［）*，
/**］



利润 ，
（万元）

'/*
"

/*>4?"
"

&"
"
(

'(
0"

% *#*( *#/ (, (9 *#0

依题意，(,%(9#/'*#*('*#/'*#0，
即 9#*#//',，

每件产品的利润 ，#'*#(
"

%>4?"
"

%/*,"%

9"'
*#(
"

#>4?"'/
"

%（ ）, %*#// ） "，

"， *， ）
&得 ) ，

由对任意的 "， *， ）
&得 ) ，生产该产品一

定能盈利，得3"， *， ）
&得 ) ，，2* 恒成立，

此时 ，2*，即 >4?"'/%（）,%*#//）"&2*，

令 设（"）#>4?"'/%（）,%*#//）"&，"， 得 *，
）
& ) ，
求导得 设:（"）#'?A= "%&（）,%*#//）"，

令 令（"）#'?A= "%&（）,%*#//）"，"， 得 *，
）
& ) ，
求导得 令:（"）#'>4?"%&（）,%*#//），而
*)>4?")/，,则*，

当 & （ ）,%*#//） 则 /，即 ,则
/0
0**时

， 令:

（"）2*，函数 设:（"）在 *， ）
&得 ) 上单调递

增，又当 "…* 时，设:（"）…*，

所以 设:（"）2*，函数 设（"）在 *， ）
&得 ) 上单

调递增，又当 "… * 时，设（"） … *，所以
设（"）2*，符合题意；
当 *)&（）,%*#//） )/ 时，则存在 "* ，

*， ）
&得 ) ，使得 令:（"*）#*，

由 令:（"） 在 *， ）
&得 ) 上单调递增，得当

"，（*，"* ）时，令:（"）)*，函数 设:（"）在
（*，"*）上单调递减，
则当 "，（*，"*）时，设:（"）)*，函数 设（"）
在（*，"*）上单调递减，则 设（"）)*，不符
合题意#
由 9#*#//',，及 9则*，得 ,(*#//，因此
/0
0**(

,(
//
/**

#

所以 , 的取值范围是
/0
0**

，
//
/**） ] #

(#突破点 正态分布，二项分布，概率与函
数的交汇
【解】 （/）因为当 W知）（$），且 $#/**



时，可近似地认为 W知*（$， $）， 即
W知*（/**，/**），

这里 （#/**，/#槡/** #/*，
所以 %（//*)W)/&*）#%（/**%/*)W)
/**%&有/*）#%（（%/)W)（%&/）

#/
&
［%（（'&/)W)（%&/）'%（（'/)W)

（%/）］）
*#）(9 ('*#:共& 6

&
#*#/0( ））

*#/0:#"
（&）"若 W知$（/ ***，*#**/），则 %（W则
&） #/ '%（W#*） '%（W#/） #/ '
*#）））/ *** './

/ *** · *#）））））） · *#**/ ）
*#&:9 &#"
法若 W知）（$），其中 $#(）#/，则 %（W则

&）#/'%（W#*） '%（W#/）#/'
/
1

'

/
1）*#&:9 &#

比较计算结果，可以发现利用二项分布
计算的结果与利用泊松分布计算的结果
是相等的，说明在某些特定情形下，可以
用泊松分布来计算二项分布#
（0）由于 W知）（$），所以 %（W2/）#/'
%（W#*）'%（W#/），由泊松分布的概率
公式可得 %（W#*） #1'$，%（W#/） #

$1'$，所以 %（W2/）#/'1'$'$1'$#/'

（/%$）1'$，
因为 %（W2/）)*#*/，即（/%$）1'$2*#））#

构造函数 令（"）#
"%/
1" （"2*），则 令:（"）#

'"
1")*，

所以函数 令（"）在（*，%7）上单调递减，

由于 令（/）#
&
1
)

&
&#(

#*#共)*#）），令（*）#

/，所以 *)")/，

又因为 令（*#/）#
/%*#/
1*#/ ，需要比较

/%*#/
1*#/

与 *#）） 的大小，而 *#））#/'*#/&，所以
相当于比较 1'*#/ 与 /'*#/ 的大小，
构造函数 函（"）#1"'"'/（'*#&)")*），所
以 函:（"）#1"'/，对任意的 "，（'*#&，
*），函:（"）)* 恒成立，所以函数 函（"）在
（'*#&，*）上单调递减，且当 "…* 时，
函（"）…*，所以 函（'*#/）#1'*#/%*#/'/2

函（*）#*，所以 1'*#/ 2/'*#/，即
/%*#/
1*#/ 2

/#/有*#） #*#）），又 令（*#&）#
/%*#&
1*#& ，需

要比较
/%*#&
1*#& 与 *#）） 的大小，而 *#））#

/'*#/&，所以相当于比较［/'（'*#&）］1'*#&

与 /''*#&
&得 )

&

的大小#



构造函数 -（"）#（/'"）1"' /'
/
9
"&得 ) ，

其中'*#()")*，则当 "…* 时，-（"）…

*，-:（"）#'"1"%/
&
"#"

/
&
'1"得 ) ，当 "，

（'*#(，*）时，-:（"）2*，所以函数 -（"）
在（'*#(，*）上单调递增，即 -（'*#&）)

*，即［/'（'*#&）］1'*#& )/' '*#&
&得 )

&

，即

/%*#&
1*#& )*#）），因此 $的最大值为 *#/#

789%:;

%&

刷小题
!#为"命题点 古典概型、对立事件的概率

【解析】甲、乙两位参赛同学抽取主题的
结果共有 :有:#0:（种），抽到相同主题
的结果共有 : 种，所以甲、乙两位参赛同

学抽到相同主题的概率为
:
0:

#/
:
，则甲、

乙两位参赛同学抽到不同主题的概率为

/'
/
:

#(
:
，故选 +#

##-"命题点 古典概型概率的计算
【解析】从 & 至 共 的 6 个整数中随机取 &
个不同的数，共有.&

6
#&/（种）不同的结

果，这 & 个数互质的情况有｛&，0｝，｛&，
(｝，｛&，6｝，｛ 0，9｝，｛ 0，(｝，｛ 0，6｝，｛ 0，
共｝，｛9，(｝，｛ 9，6｝，｛ (，:｝，｛ (，6｝，｛ (，
共｝，｛:，6｝，｛6，共｝，共 /9种#所以这 &个数

互质的概率%#
/9
&/

#&
0
#故选选#

选#
/
&
"命题点 古典概型的概率计算，排

列组合的应用
【解析】列举法：假设乙固定按照 &，9，:，
共 的顺序，则甲所有的可能如表所示#

/ 0 ( 6F ( / 0 6F
/ 0 6 (F ( / 6 0
/ ( 0 6F ( 0 / 6F
/ ( 6 0 ( 0 6 /
/ 6 0 (F ( 6 / 0
/ 6 ( 0F ( 6 0 /
0 / ( 6F 6 / 0 (F
0 / 6 ( 6 / ( 0F
0 ( / 6 6 0 / (F
0 ( 6 / 6 0 ( /F
0 6 / ( 6 ( / 0
0 6 ( / 6 ( 0 /

从中找均小于 &，9，:，共 与有 0 个数字分
别小于 &，9，:，共 的情况，此时甲得 * 分
或 / 分，符合上述情况的有表中打F的
/& 种情况#
那么甲的总得分不小于 & 分也有 /& 种



情况，由古典概型概率公式得所求概率

为
/&
&9

#/
&
（说明：固定乙的顺序，将甲的

情况排列出来，去挑选，也可以从中判断
甲有 & 个及以上的数字超过乙的#如果
改变乙的顺序，其情况是类似的）#

%#
6
/(

"命题点 排列组合与概率的综合

【解析】记取出的三个球上的数字按先后
顺序分别为 ,，9，;，则共有 +0

: #/&*（种）

可能#由题知，$-'($#
,%9
&

',%9%;
0

#

,%9'&;
: (*#(，即$,%9'&;$(0，所以

&;'0(,%9(&;%0，其中（,，9）的不同取
法共有 +&

: #0*（种），对应的 ,%9的取值
如表所示#根据对称性知，;#/ 或 : 时，
均有 & 种可能（提示：;#/ 时，,#&，9#0
或 ,#0，9#&；;#: 时，,#9，9#( 或 ,#(，
9#9）；;#& 或 ( 时，均有 /* 种可能（提
示：;#& 时，（,，9）的值可为（/，0），（0，
/），（/，9），（ 9，/），（ /，(），（ (，/），（ /，
:），（:，/），（0，9），（9，0），共 /* 种情况，
同理可分析 ;#( 的情况）；;#0 或 9 时，
均有 /: 种可能（提示：;#0 时，（,，9）的值
可为（/，&），（&，/），（/，9），（9，/），（/，
(），（(，/），（ /，:），（ :，/），（ &，9），（ 9，
&），（&，(），（ (，&），（ &，:），（ :，&），（ 9，
(），（(，9），共 /: 种情况，同理可分析 ;#
9 时的情况），故满足条件的共有 &有&%
&有/*%&有/:#(:（种）可能，故所求概率

%#(:
/&*

#6
/(

#

,%9的取值表

9
,

/ & 0 9 ( :
/ 0 9 ( : 6
& 0 ( : 6 共
0 9 ( 6 共 ）
9 ( : 6 ） /*
( : 6 共 ） //
: 6 共 ） /* //

）#为&-"命题点 相互独立事件的概率、(

重伯努利试验
【解析】对于 +选项，采用单次传输方
案，依次发送 /，*，/，依次收到 /，*，/ 的
概率为（/'#）（/'符）（/'#）#（/'符） （/'

#） &，所以 +选项正确#
对于故选项，采用三次传输方案，发送 /，
依次收到 /，*，/ 的概率为（/'#） #（/'

#）##（/'#） &，所以 故选项正确#
对于.选项，采用三次传输方案，发送 /，
依次收到 /，/，/（即译码为 /）的概率为
（/'#）（/'#）（/'#）#（/'#） 0；发送 /，依
次收到 /，*，/（即译码为 /），*，/，/（即译



码为 /），/，/，*（即译码为 /）的概率为
0（/'#）#（/'#）#0（/'#） &#，于是译码为
/ 的概率为（/'#） 0 %0 （/'#） &#，所以 .
选项不正确#
对于 选选项，采用三次传输方案，发送
*，依次收到 *，*，*（即译码为 *）的概率
为（/'符） （/'符） （/'符）#（/'符） 0；发送
*，依次收到 *，*，/（即译码为 *），*，/，*
（即译码为 *），/，*，*（即译码为 *）的概
率为 0（/'符）符（/'符）#0（/'符） &符，于是
译码为 * 的概率为（/'符） 0 %0（/'符） &符#
采用单次传输方案，发送 *，译码为 * 的
概率为 /'符#依题意，有（/'符） 0 %0（/'

符） &符2/'符，符， *，
/
&得 ) ，即'&符& %符2*，

符， *，
/
&得 ) #

令函数 设（符）#'&符& %符，符， *，
/
&得 ) ，则

设（符）#符（/'&符）2* 在 *，
/
&得 ) 上恒成立，

所以 选选项正确#故选 +故选#
(#为"命题点 条件概率

【解析】从该地的中学生中任取一名学
生，记 !表示事件：“取到的学生爱好滑
冰”，$表示事件：“取到的学生爱好滑
雪”#由题设知 %（!）#*#:，%（$）#*#(，
%（!（$）#*#6，由 %（!（$）#%（!）%
%（$）'%（!$），得 %（!$）#%（!）%%（$）'
%（!（$）#*#:%*#('*#6#*#9#

故所求的概率为 %（!$$）#
%（!$）
%（$）

#*#9
*#(

#

*#共#故选 +#
)#-"命题点 相互独立事件的概率，不等

式比较大小
【解析】设该棋手在第二盘与甲比赛连胜
两盘的概率为 ）甲，第二盘与乙比赛连胜
两盘的概率为）乙，第二盘与丙比赛连胜两
盘的概率为）丙，则 ）甲 #）/）&（/'）0）%）/）0·
（/'）&）#）/）&%）/）0'&）/）&）0，）乙 #）/）&（/'
）0）%）&）0 （ /'）/ ） #）/）&%）&）0 '&）/）&）0，
）丙 #）/）0（/'）&）%）&）0（/'）/）#）/）0%）&）0'
&）/）&）0，所以 ）丙 '）甲 #）&（）0'）/）2*，）丙 '
）乙 #）/（）0'）&）2*，所以 ）丙 最大，故选 选#

故#&"命题点 相互独立事件的判断
【解析】由题意可知，甲表示事件“第一
次取出的球的数字是 /”，记为 （/，在），在#
/，&，…，:；乙表示事件“第二次取出的球
的数字是 &”，记为 （X，&），X#/，&，…，:；
丙表示事件“两次取出的球的数字之和
是 共”，记为（-，(），-，(#/，&，…，:

位位位位位
（提

示：注意是“有放回”），且 -%(#共；丁表
示事件“两次取出的球的数字之和是 6”，
记为 （），6），），6#/，&，…，:，且 ）%6#6#则

%（甲）#
:
0:

#/
:
，%（乙）#

:
0:

#/
:
，%（丙）#



(
0:

，%（丁） # :
0:

# /
:
， %（甲 丙） #*，

%（甲丁）#
/
0:

，%（乙丙）#
/
0:

，%（丙丁）#*，

故 %（甲丁）#%（甲）%（丁）位位位位位位位位位位（提示：若事
件 !，$满足 %（!$）#%（!）%（$），则事件
!，$相互独立），故选 故#

+#
:/
&(

"命题点 离散型随机变量的分布列

与数学期望
【解析】由题意得 W#/，&，0（关键：W#/
表示三次取出的都是同一个数字的球，
W#& 表示三次取出了两个不同数字的
球，W#0 表示三次取出的球的数字各不
相同）#

%（W#/）#./
(·

/
(得 )

0

# (
/&(

；%（W#0）#

+0
(·

/
(得 )

0

#:*
/&(

（提示：选出 0 个不同数

字的小球并排序）；%（W#&）#.&
(有&有

+0
0

+&
&

有

/
(得 )

0

#:*
/&( 得 提示：假设所取球的数字

为 / 和 &，式中“&”表示两种组合“/，/，

&”和“/，&，&”，“
+0

0

+&
&

”表示“除序” ) 得 另

解：%（W#&）#/'%（W#/）'%（W#0）#

:*
/&( ) #
所以F（W）#/有

(
/&(

%&有
:*
/&(

%0有
:*
/&(

#:/
&(

#

）&'(

令 W在#
/，球 在至少被取出一次，
*，球 在没被取出过，，

则 W#W/%W&%W0%W9%W(，

F（W在）#%（球 在至少被取出一次）#/'

%（球 在没被取出过）#/'
9
(得 )

0

#:/
/&(

#

故 F（W） #F（W/ ） %F（W& ） %F（W0 ） %

F（W9）%F（W(）#(有
:/
/&(

#:/
&(

#

!数#&""命题点 正态分布
【解析】由题可得 W知*（/#共，*#/&），由知
*（&#/，*#/&），所以 %（W2&）#%（W2（%
&/） )%（W2（%/） ） / '*#共9/ 0 #
*#/(共 6)*#&，故 +错误，故正确；%（由2
&）#%（由2（/'//））*#共9/ 02*#(，故 .
正确，选错误#故选 故.#

!!#""命题点 计算一组数据的平均数

【解析】平均数为
/
(

有（&%共%/9%/:%

&*）#/&#故选 .#
!##""命题点 数据的统计分析

【解析】+选项，因为 :%/&%/共#0:)(*，



0:%0*#::2(*，所以 /** 块稻田亩产量
的中位数不小于 / *(* Q5，+错误；故选
项，因为 /** 块稻田中亩产量低于
/ /** Q5的稻田有 :: 块，所占比例为
::为)共*为，所以 故错误；.选项，/** 块
稻田亩产量的极差的最大值小于 / &**'
）** #0**，最小值大于 / /(* '）(* #
&**，所以极差介于 &** Q5至 0** Q5之
间，.正确；选选项，同一组中的数据都
用左端点值来估计，则这 /** 块稻田亩

产量的平均值的最小值为
/
/**

有（:有）**%

/&有）(*%/共有/ ***%0*有/ *(*%&9有/ /**%
/*有/ /(*）#/ *9&2/ ***，所以平均值不
介于 ）** Q5至 / *** Q5之间，选错误#
故选 .#

!选#&-"命题点 样本的数据特征
【解析】对于选项 +：F"/，": 不确定，
，"/，"&，…，": 的平均数不确定，如 /，
&，&，&，&，9 的平均数不等于 &，&，&，& 的
平均数，故 +错误；
对于选项 故：不妨设 "&("0("9("(，则

"&，"0，"9，"( 的中位数为
"0%"9
&

，"/，"&，"0，

"9，"(，": 的中位数为
"0%"9
&

，故故正确；

对于选项 .：F"/，"&，"0，"9 ，"( ，": 的
波动性不小于 "& ，"0 ，"9 ，"( 的波动
性，，"&，"0，"9，"( 的标准差不大于 "/，位位位位位位位位位位位位"&，"0，"9，"(，": 的标准差
位位位位位位位位位

（提示：标准差
反映数据的离散程度，数据越离散，标
准差越大），故 .错误；
对于选项 选：不妨设 "&("0("9("(，则
"/("&("0("9("((":，，"('"&(":'
"/，即 "&，"0，"9，"( 的极差不大于 "/，"&，位位位位位位位位位位位位
"0，"9，"(，": 的极差
位位位位位位

（定义：极差为样本数
据的最大值减去最小值），故选正确#
故选 故选#

!%#-"命题点 分层随机抽样、组合数、分
步乘法计数原理
【解析】由题意知初中部和高中部人数

之比为
9**
&**

#&
/
，则从初中部和高中部

抽取的人数分别为 9*，&*，所以不同的
抽样结果共有 .9*

9**·.&*
&** 种，故选 选#

!）#""命题点 频率分布直方图的应用与
数据分析
【解析】由频率分布直方图知年收入低
于 9#( 万元的农户比率估计为（*#*&%
*#*9）有/#*#*:#:为，故 +正确；年收
入不低于 /*#( 万元的农户比率估计为
（*#*9%*#*&有0）有/#*O/*#/*为，故 故
正确；该地农户家庭年收入的平均值约
为 0有*#*&%9有*#*9%(有*#/*%:有*#/9%
6有*#&*%共有*#&*%）有*#/*%/*有*#/*%



//有*#*9%/&有*#*&%/0 有*O*&%/9有
*#*&#6#:共2:#(，故 .错误；年收入介
于 9#( 万元至共#( 万元之间的农户比率
约为 （ *#/*%*#/9%*#&*%*#&*）有/#
*#:92*#(，故 选正确#故选 .#

刷大题
!#命题点 频率分布直方图、平均数、条件

概率
【解】（/）估计该地区这种疾病患者的平
均年龄为 *#**/有/*有(%*#**&有/*有/(%
*#*/&有/*有&(%*#*/6有/*有0(%*#*&0有
/*有9(%*#*&*有/*有((%*#*/6有/*有:(%
*#**:有/*有6(%*#**&有/*有共(#96#） 岁#
（&）估计该地区一位这种疾病患者的年
龄位于区间［&*，6*）的概率 %#*#*/&有
/*%*#*/6有/*%*#*&0有/*%*#*&*有/*%
*#*/6有/*#*#共）#
（0）设事件 !：此人患这种疾病，事件
$：此人年龄位于区间 ［ 9*，(*） ，则由
题意知 %（!$）#&0为有*）/为#*）*&0为，
%（$）#/:为，
所以若此人年龄位于［9*，(*），
则此人患这种疾病的概率 %（!$$） #
%（!$）
%（$）

#*#*&0为
/:为 ）*O**/ 9#

##命题点 相互独立事件的概率，离散型
随机变量的期望
【解】（/）甲参加第一阶段比赛，则该队
进入第二阶段的概率 %/ #/'（/'*#9）

0 #
*#6共9#
第二阶段乙进行投篮，则乙至少投中一
次的概率 %& #/'（/'*#(）

0 #*#共6(，
故甲、乙所在队的比赛成绩不少于 ( 分的
概率%#*#6共9有*#共6(#*#:共:#
（&）（（）若甲、乙所在队的比赛成绩为
/( 分，则第二阶段的 0 次投篮全中#
当甲参加第一阶段比赛时，甲、乙所在队
的比赛成绩为 /( 分的概率为 %0 #［/'

（/'）） 0］60，
当乙参加第一阶段比赛时，甲、乙所在队
的比赛成绩为 /( 分的概率为 %9 #［/'

（/'6） 0］）0，
则%0'%9 #［/'（/'））

0］60'［/'（/'6）0］）0 #
0）6（6'））［）%6（/'））］#
因为 /则62）2*，所以6'）2*，所以%0'%92
*，即 %02%9，
故应该由甲参加第一阶段比赛#
（)）若甲参加第一阶段比赛，则设该队
比赛成绩为W分，W的所有可能取值为 *，
(，/*，/(，进入第二阶段的概率为 /'（/'
）） 0，未进入第二阶段的概率为（/'）） 0，
则%（W#*）#（/'））0%［/'（/'））0］ （/'
6）0，
%（W#(）#［/'（/'）） 0］./

06（/'6）
&，



%（W#/*）#［/'（/'）） 0］.&
06

&（/'6），
%（W#/(）#［/'（/'）） 0］60，
则F（W）#(有［/'（/'））0］./

06（/'6）
&%/*有

［/'（/'））0］.&
06

&（/'6）%/(有［/'（/'））0］·
60 #/(）6（）&'0）%0）#
若乙参加第一阶段比赛，则设该队的比
赛成绩为 由分，
同理可得 F（由）#/(）6（6&'06%0），
则 F（W）'F（由）#/(）6（）&'0）'6&%06）

#/(）6（）'6）（）%6'0），
因为 /则62）2*，所以 ）62*，）'6)*，）%6'
0)*，
所以 F（W）'F（由）2*，即 F（W）2F（由）#
故应该由甲参加第一阶段的比赛#

选#命题点 离散型随机变量的期望
【解】（/）设一份保单索赔次数为 由，则
%（由则&）#%（由#&）%%（由#0）%%（由#9）#
:*

/ ***
%0*
/ ***

%/*
/ ***

#/
/*

，

，一份保单索赔次数不少于 &的概率为
/
/*

#

（&） （（）W的可能取值为 *#9，'*#9，
'/#&，'&，'&#:，则

%（W#*#9）#
共**
/ ***

#9
(
，

%（W#'*#9）#
/**
/ ***

#/
/*

，

%（W#'/#&）#
:*

/ ***
#0
(*

，

%（W#'&）#
0*

/ ***
# 0
/**

，

%（W#'&#:）#
/*

/ ***
# /
/**

，

，FW#*#9有
9
(
'*#9有

/
/*

'/#&有
0
(*

'&有

0
/**

'&#:有
/

/**
#*#0&'*#*9'*#*6&'*#*:'*#*&:
#*#/&&#

（)）保单的保费调整后，无索赔保单的
保费为 *#0共9 万元，有索赔保单的保费
为 *#9共 万元#
毛利润 W的可能取值为 *#0共9，'*#0&，
'/#/&，'/#）&，'&#(&，

，此时 FW#*#0共9有
9
(
'*#0&有

/
/*

'/#/&有

0
(*

'/#）&有
0
/**

'&#(&有
/
/**

#*#0*6 &'*#*0&'

*#*:6 &'*#*(6 :'*#*&( &#*#/&( &，
，调整后的保单毛利润的数学期望的估
计值大于调整前的保单毛利润数学期望
的估计值#

%#命题点 二项分布
（/）【解】设事件!：打完 0 个球后，甲比乙
多得 0分，即甲赢了 0个球，则%（!）#）0，
则 ）0 #）

0#



设事件$：打完 9个球后，甲比乙多得 &分，
即甲赢了 0 个球，输了 / 个球，则 %（$）#
.0

9）
0（/'）），

设事件7：打完 9个球后，甲比乙多得 9分，
即甲赢了 9个球，则%（7）#）9#
则）9 #%（$）%%（7）#9）0（/'））%）9 #）0（9'
0））#
（&）【解】易知 69 #9（/'）） 0）%（/'）） 9 #

（/'）） 0（0）%/），60 #（/'））
0，

因此
）9'）0

69'60

#0）
0（/'））

0）（/'）） 0 #
）&

（/'）） & #9，

解得 ）#&（舍去）或 ）#
&
0
#

（0） 【证明】易知 ）&-%& #）&-%/ %）.
-%/
&-%/）

-%/

·（/'））-，
6&-%& #6&-%/%6.

-%/
&-%/6

-%/）-，
）&-%/ #）&-'（/'））.

-%/
&- ）-%/（/'））-'/，

6&-%/ #6&-'）.
-%/
&- 6-%/）-'/，

则
）&-%/'）&-

6&-%/'6&-

#
'.-%/

&- （/'））-）-%/

'.-%/
&- （/'））-%/）-#

）
/'）

2/，

则 ）&-%/'）&-)6&-%/'6&-，
即 ）&-%/'6&-%/)）&-'6&-#
（）&-%&'）&-）'（6&-%&'6&-）
#.-%/

&-%/）
-%&6-'.-%/

&- ）-%/6-'（.-%/
&-%/6

-%&）-'

.-%/
&- 6-%/）-）

#.-%/
&-%/）

-%&6-'.-%/
&-%/6

-%&）-'（.-%/
&- ）-%/6-'

.-%/
&- 6-%/）-）

#.-%/
&-%/）

-6-（）&'6&）'.-%/
&- ）-6-（）'6）

#.-%/
&-%/）

-6-（）'6）'.-%/
&- ）-6-（）'6）

#）-6-（）'6）（.-%/
&-%/'.

-%/
&- ）2*，

因此 ）&-%&'）&-26&-%&'6&-，
即 ）&-%&'6&-%&2）&-'6&-#
综上，）&-%/'6&-%/)）&-'6&-)）&-%&'6&-%&#

，&'( （0）先考虑 ）&-%/ 与 ）&- 的

关系，令 W( 表示打 ( 个球后甲的得分，

则若打 &-个球后有 W&-则-%&，那无论

如何都会有 W&-%/则-%&；如果 W&-#-%/，

那么需要最后一个球甲得分，才能使得
W&-%/则-%&；如果 W&-)-%/，那无论如何

都不能得到 W&-%/ 则-%&，因此 ）&-%/ #

%（W&-%/则-%&）#%（W&-%/ 则-%&$W&-则

-%&）·%（W&-则-%&）%%（W&-%/则-%&$

W&-#-%/）%（W&-#-%/）#%（W&-则-%

&）%%（W&- #-%/） ）#%（W&-则-%&） %

%（W&- #-%/ ） '%（W&- #-%/ ） 6#

）&-'.
-%/
&- ）-%/6-，

同理有 6&-%/ #6&-'.
-%/
&- 6-%/）-，

）&-%/ '6&-%/ #）&- '6&- %.-%/
&- 6-%/）- '

.-%/
&- ）-%/6-#）&-'6&-%.

-%/
&- ·（）6）-（6'））)

）&-'6&-#

先考虑 ）&-%& 与 ）&- 的关系，当已经有



W&-则-%& 时，无论如何都会有 W&-%& 则

-%&；当 W&-#-%/ 时，只要保证接下来甲

不连输两球即可；当 W&-#-时，接下来甲

必须赢两球；当 W&-)-时，无论如何都不

符合要求，因此 ）&-%& #%（W&-%&则-%&）#

%（W&-则-%&）%%（W&-#-））& %%（W&-#

-%/）［/'（ /'）） & ］ #%（W&-则-%&） %

%（W&-#-） %%（ W&- #-%/ ） %（ ）& '

/）%（W&-#-）'（/'））
&%（W&- #-%/）#

%（W&-则-）%（）&'/）.-
&-）

-6-'.-%/
&- ）-%/6-%/ #

）&-%%（W&-#-）%（）
&'/）.-

&-）
-6-'.-%/

&- ）-%/6-%/，

同理 6&-%& #6&- %%（W&- #-） %（6& '

/）.-
&-6

-）-'.-%/
&- 6-%/）-%/，

因此 ）&-%& '6&-%& #）&- '6&- %（ ）& '

6&）.-
&-）

-6-2）&-'6&-#

综上，）&-%/'6&-%/)）&-'6&-)）&-%&'6&-%&#

）#命题点 用频率估计概率、独立性检验
【解】（/）根据题表数据可知，超声波检
查结果不正常的有 &** 人，其中患该疾
病的有 /共* 人，因此估计超声波检查结

果不正常者患该疾病的概率 ）#
/共*
&**

#）
/*

（易错：注意该问所求概率中用到的数
据，数据找错，计算也就出错）#
（&）零假设为 Q*：超声波检查结果与患
该疾病无关#

所& #/ ***有（&*有&*'/共*有6共*） &

&**有共**有共**有&**
#6:(#:&(2

/*#共&共#
根据小概率值 符#*#**/ 的独立性检验，
超声波检查结果与患该疾病有关，此推断
犯错误的概率不大于 *#**/#

(#命题点 频率分布直方图、函数的解析
式及最值
【解】（/）设W为患病者指标，由为未患病
者指标，由患病者指标的频率分布直方
图，知 ）（;）#%（W(;）#（;'）(）有*#**&
#*#(为，解得 ;#）6#(#
则 6（;）#%（由2;）#（/**'）6#(）有*#*/*%
(有*#**&#*#*0(#0#(为#
（&）当 ）((;(/** 时，
）（;）#（;'）(）有*#**&，6（;）#（/**';）有
*#*/*%(有*#**&，
所以 设（;）#）（;）%6（;）#'*#**共;%*#共&；
当 /**);(/*( 时，
）（;）#(有*#**&%（;'/**）有*#*/&，6（;）#
（/*(';）有*#**&，
所以 设（;）#）（;）%6（;）#*#*/;'*#）共#
综上所述，

设（;）#
'*#**共;%*#共&，）((;(/**，
*#*/;'*#）共，/**);(/*(#，

由一次函数的单调性知，函数 设（;） 在



［）(，/**］上单调递减，在（/**，/*(］上
单调递增，
所以 设（;）BA= #设（/**）#'*#**共有/**%
*#共&#*#*&#

）%RST

-.
!#&"考查点 交集的运算、指数不等式和

绝对值不等式的解法
【解析】集合 !#｛"$&"(9｝ #｛"$"(&｝#
由$"'/$)0 得'&)")9，所以 $#｛"$'&)
")9｝，故 !'$#｛"$'&)"(&｝#故选 故#

##""考查点 由函数的奇偶性求参数
【解析】 函数 设（"） 的定义域为 #，因
为 设（"）是偶函数，所以 设（'"）#(1"%（,'
/）1'"#设（"）#（,'/）1"%(1'"，整理得（,'
/）（1"'1'"）#(（1"'1'"），故 ,'/#(，得
,#:#故选 .#

故选'( 因为 设（"） 是偶函数，所

以 设（'/）#设（/），即
,'/
1

%(1#（ ,'/）1%

(
1
，所以

,':
1

'（ ,':）1#*，即（ ,':）·

/
1
'1得 ) #*，所以 ,#:#故选 .#

选#""考查点 向量的数量积、垂直关系的
向量表示
【解析】由$】%，$#$】'，$，得 】&%，&%&】·
，#】& %，& '&】·，，则 】· ， #*，由 （ 】'
$，）/（】%（，），得（】'$，）·（】%（，）#*，
则 】&'$（，& #*，而 】，， 为单位向量，所以
$（#/#故选 .#

故选'(
设 M!…

>>

#】，M$…99 #，，由 $】%
，$#$】'，$，可知以 M!，M$为邻边的平行
四边形的两条对角线的长度相等，所以
该平行四边形为矩形，所以 】/，，即 】·
，#*#以下同上#

%#为"考查点 三角恒等变换
【解析】（二倍角公式和两角和的正切公
式）由 所C= 符·所C=（符%#）#/ 得 所C=（符%

#）#
/

所C= 符
，则 所C=（&符%&#）#所C= ［&（符%

#）］#
&所C=（符%#）
/'所C=&（符%#）

#

&
所C= 符

/'
/

所C=&符

#

&
所C= 符

所C=&符'/
所C=&符

#

&所C= 符
所C=&符'/

，"

所以 所C= （ 0符%&# ） #所C= ［ 符%（ &符%

&#）］#
所C= 符%所C=（&符%&#）

/'所C= 符·所C=（&符%&#）

#
所C= 符%

&所C= 符
所C=&符'/

/'所C= 符·
&所C= 符
所C=&符'/



#

所C=0符%&所C= 符'所C= 符
所C=&符'/

所C=&符'/'&所C=&符
所C=&符'/

#所C= 符（所C=&符%/）
'所C=&符'/

#'所C= 符#-，故 所C=（符%

#）#
/

所C= 符
#'/

-
，故选 +#

1( 方 法 一 （ 角 的 关 系 ） ： 由
所C= 符·所C=（ 符%#） #/ 可 得 &符%# #
）
&
%+），+，$，即 ##'&符%

）
&
%+），+，$，

所以 -#所C=（0符%&#）#所C=（0符'9符%）%

&+））#'所C= 符，则 所C=（符%#）#
/

所C= 符
#

'/
-
#

方法 二 （ 特 例 法 ）： 因 为 所C= 0*>·
所C= :*>#/，可设 符#0*>，符%##:*>，即 ##
0*>，所以 所C=（ 0符%&#） #所C= /(*>#

'槡0
0

#-，所以 所C=（符%#）#所C= :*>#槡0 #

'/
-
#

）#为"考查点 古典概型
【解析】不妨记 ( 名志愿者为 ,，9，;，@，Z，
假设 , 连续参加了两天社区服务，再从
剩余的 9 人中抽取 & 人分别参加星期
六、星期日的社区服务，有 +&

9 #/&（种）
情况，同理，9，;，@，Z连续参加两天社区
服务，也各有 /& 种方法，所以恰有 / 人
连续参加两天社区服务有 ( 有/& #
:*（种）情况#总的情况数为 .&

(.
&
( #/**#

故恰有 / 人连续参加两天社区服务的概

率为
:*
/**

#0
(
#故选 +#

(#&"考查点 充分条件和必要条件的判

断、等差中项的应用
【解析】设等比数列｛,(｝的公比为 6，由
,&，,共，,( 成等差数列，可得 &,共 #,&%,(，

即 &,/6
6 #,/6%,/6

9，由 ,/6)*，可得 &6:'

60'/#*，解得6#/ 或6#
0

'/
&槡 ，当6#/

时，所） #）,/， 所0 #0,/， 所: #:,/，不满足
&所） #所0%所:，故充分性不成立；由 所0，所），
所: 成等差数列，可得 &所） #所0 %所:，显然

6) /， 故 有
&,/（/'6

））
/'6

#
,/（/'6

0）
/'6

%

,/（/'6
:）

/'6
，由 ,/6)*，且 6) /，化简得

&6:'60'/ #*，解得 6#/ （舍去）或 6#
0

'/
&槡 ，当 6#

0

'/
&槡 时，&,共 #&,/6

6 #



&,/6有
0

'/
&槡得 )

:

# /
&
,/6，而 ,& %,( #

,/6（/ %60 ） # ,/6 /%
0

'/
&槡得 )

0

） ] #

/
&
,/6，故 &,共 #,& %,(，即 ,&，,共，,( 成等

差数列，故必要性成立#综上可得，“ ,&，

,共，,( 成等差数列”是“所0，所），所: 成等差

数列”的必要不充分条件#故选 故#

)#-"考查点 双曲线的离心率

【解析】 令 $!=& $#为，由 !$…99 #0!=&
…99 得

$!$$#0为，$$=& $#&为，由双曲线定义得
$!=/ $'$!=& $#&,，$$=/ $'$$=& $#&,，则
$!=/ $#为%&,，$$=/ $#&为%&,#在以!$=/

中，7=/!$# ）
0
， 由 余 弦 定 理 可 得

$!=/ $
&%$!$$& '& $!=/ $· $!$$·

>4?7=/!$#$$=/ $
&，则（为%&,） & %（0为） & '

&（为%&,）·0为>4?）
0

#（&为%&,） &，整理得

0为&'/*,为#*，解得 为#
/*
0
, 或 为#*（舍去），

所以$!=/ $#为%&,#
/:
0
,，$!=& $#为#

/*
0
,#

设双曲线 7的焦距为 &;，在以!=/=& 中，

由余弦定理得$!=/ $
&%$!=& $

&'&$!=/ $·

$!=& $>4?7=/!$#$=/=& $
&，得

/:
0
,得 )

&

%

/*
0
,得 )

&

'&·
/:
0
,·

/*
0
,>4?）

0
#（&;） &，

整理得
/）:
）

,& #9;&，则离心率 Z#
;
,

#6
0
#

故选 选#

故#&"突破点 利用导数研究不等式恒成

立问题
【解析】因为 设:（"）#1"%&，

不等式 设:（"）)得 ,%
&
" ) （为= ,%为= "）

（,则&）61"%&) ,%
&
"得 ) （为= ,%为= "）6

1"%&),（为= ,%为= "）%
&（为= ,%为= "）

" 61"%

&),为=（,"）%
&为=（,"）

" 6"1"%&"),"为=（,"）%

&为=（ ,"） 6"1"%&")为= （ ,"） ·1为=（,"） %

&为=（,"）， 所 以 问 题 等 价 于 当 "，
/
&
，0） ] 时，不等式 "1"%&")为= （ ,"） ·

1为=（,"） %&为=（ ,"）恒成立，设 令（"）#"1"%

&"，"，［*，%7），则 令:（"）#（"%/）1"%&2
*，所以函数 令（"）#"1"%&"在［*，%7）上
单调递增，所以 "1"%&")为=（ ,"）1为=（,"） %

&为=（,"）在 "，
/
&
，0） ] 上恒成立，可以转



化为 令（"）)令（为=（,"））在 "，
/
&
，0） ] 上

恒成立 得 关键：观察不等式的特点，利用

同构的 思 想 将 问 题 转 化 为 令 （ "） )

令（为=（,"））在"，
/
&
，0） ] 上恒成立 ) ，即

")为=（,"）对3"，
/
&
，0） ] 恒成立，即 ,2

1"

"对 3"，
/
&
，0） ] 恒 成 立， 即 , 2

1"

"得 )
BC即

，"，
/
&
，0） ] #设 函（"）#

1"

"
，"，

/
&
，0） ] ，则 函:（"）#

（"'/）1"

"& ，令 函:（"）)

*，得
/
& (")/；令 函:（"）2*，得 /)"(0，

所以函数 函（"）在
/
&
，/） ) 上单调递减，

在（ /， 0 ］ 上 单 调 递 增#函 （ 0 ） # 10

0
，

函
/
&得 ) #1

/
&

/
&

#&1
/
& ， 又

10

0
2&1

/
& ， 所以

函（"）BC即#
10

0
，所以 ,2

10

0
，即实数 , 的取

值范围为
10

0
，%7得 ) #故选 故#

+#为&-"考查点 复数的运算、复数的几

何意义
【解析】对于 故，由 /%&A是方程 "& %,"%

9#* 的根，得（/%&A） &%,（为%&A）%9#*，整

理得 , %9'0 %（ 9 %&, ） A#*， 因 此
,%9'0#*，

9%&,#*，， 解得
,#'&，

9#(，， 所以方程 为

"&'&"%(#*（另解：由 /%&A是方程 "& %

,"%9#* 的根可知，/'&A也是方程 "& %

,"%9#* 的根，由根与系数的关系知',#

（/%&A）%（/'&A）#&，9#（/%&A）·（/'

&A）#(，所以 ,#'&，9#(），故 故正确#

对于 +，根据方程 "&'&"%(#*，可得 可#

（'&） &'9有/有(#'/:)*，所以方程无实数
根，故 +正确；

对于 .，/#/'&A，则 /#/%&A，故 /在复平
面内对应的点的坐标为（/，&），在第一象

限，故 .错误；

对于 选，
/

/%A
#/'&A

/%A
#（/'&A）（/'A）

（/%A）（/'A）
#

'/'0A
&

#' /
&

' 0
&

A， 所 以
/

/%A
#

'/
&得 )

&

%'0
&得 )槡

&

# 槡/*
& 得 另 解：

/
/%A

# $/$
$/%A$

#槡(

槡&
#槡/*

& ) ，故 选正确#



故选 +故选#

!数#为&-"考查点 四面体与外接球问题、

异面直线所成的角、线面角
【解析】如图所示，取 $点的中点 F，连

接 !:F，7F，

因为以!:$点和以$点7为等边三角形，

所以 !:F/$点，7F/$点，

因为 !:F'7F#F，!:F0平面 !:F7，

7F0平面 !:F7，所以 $点/平面 !:F7，

又 !:70平面 !:F7，所以 $点/!:7，故
+正确；

因为 $点/平面 !:F7，所以 !:在平面
$7点内的射影在直线 F7上，

故7!:7F为直线 !:7与平面 $7点所成

的角，

因为7!:$7#）
&
，!:$#$7#&，

所以 !:7#&槡& ，

又 !:F#F7#槡0 ，所以在以!:F7中，由

余 弦 定 理 得 >4? 7!:7F #

（&槡& ）
&%（槡0 ）

&'（槡0 ）
&

&有&槡&有槡0
#槡:

0
， 故 故

正确；

因为 所以!:F7#
/
&
有&槡&有槡0有 /'槡:

0得 )槡
&

#

槡& ，$点/平面 !:F7，所以 以四面体!:$7点#

/
0
所以!:F7·$点#/

0
有槡& 有& #

&槡&
0

，故 .

错误；

如图，设点 M/，M& 分别为以!:$点和

以$点7的外心，过 M/，M& 分别作 M/M/

平面!:$点，M&M/平面 $点7，M/M'M&M#

M，则点 M为四面体 !:$7点外接球的球

心，连接 7M，

易知 7M& #
&槡0
0

，FM& #FM/ #
槡0
0
，

在以!:F7中，
!:7
&

#槡0有
槡:
0

#槡& ，则 !:7

边 上 的 高 为 （槡0 ）
&'（槡& ）槡

& # /，

所C= 7!:F7
&

#槡& ， 故 MM& #FM& ·

所C= 7!:F7
&

#槡0
0
有槡& #槡:

0
，

则M7& #MM&
&%7M

&
& #槡

:
0得 )

&

% &槡0
0得 )

&

#&，

则四面体 !:$7点外接球的表面积为
9）有&#共），故 选正确#



故选 +故选#

!!#为""突破点 函数奇偶性、周期性的

应用
【解析】由 设（"%&） #'设（"） #设（'"）

知，设（"）的图象关于直线 "#/ 对称，故

+正确；设
9
0得 ) #设

&
0得 ) #所C= ）

:
#槡0

0
，

故 故错误；奇函数 设（"）在［*，/］上单调

递增，且 设（*）#*，所以设（"）在［'/，/］上

单调递增，由 设（"%9）#'设（"%&）#设（"）

知，设（"）是周期为 9 的函数，所以 设（"）

在区间［& *&0，& *&(］上单调递增，故 .

正确；由 设（"）的图象关于直线 "#/ 对

称，设
&
0得 ) #槡0

0
，且 设（"）在［'/，/］上单

调递增知，方程 设（"）#槡
0
0 在［'/，/］上

有一根为
&
0
，再结合对称性可得 设（"）#

槡0
0 在［/，0］上有一根为

9
0
，则在一个周

期内 设（"）#槡
0
0 有两根，故 设（"）#槡

0
0

在［*，&*/］上所有根的和为 &有（/%(%

）%…%&*/）'&*&'
&
0得 ) #/* /**

&
0
，故

选错误#故选 +.#

!##）"考查点 导数的几何意义、基本不

等式
【解析】设切点坐标为（"*，，*），

因为曲线 ，#为=（"%9），则 ，:#
/

"%9
，直线

，#"', 的斜率为 /，所以
/

"*%9
#/，又因

为 ，* #"*',#为=（"* %9）#为= /#*，所以
"* #,，所以 ,%9#/#

因为 ,，9为正实数，

所以（,%9）
/
,
%9

9得 ) #/%
9,
9
%9

,
%9则

&
9,
9
有9

,槡 %(#），

当且仅当
9
,
#9,

9
，即 ,#

/
0
，9#

&
0 时取

等号，故
/
,
%9

9的最小值为 ）#

!选#0"考查点 动点轨迹问题、抛物线定



义的应用
【解析】 设 件（"，，），因为点 件满足

$件!$#
/
&

$件$$，所以 （"'(） &%，槡
& #

/
&

（"'共） &%，槡
& ，

两边平方整理得（"'9） &%，& #9，

即点 件的轨迹为圆心坐标为（9，*），半

径为 & 的圆，

则$*=$%$件*$则9%/'&#0，当且仅当
*，=，件三点共线，且点 件的坐标为（&，

*）时，等号成立#

故$*=$%$件*$的最小值是 0#

!%#槡
0
(
"考查点 正弦定理、余弦定理解三

角形
【解析】因为以!$7的三边长分别为 /，

/，槡0 ，不妨设 !$#/，!7#/，$7#槡0 ，

如图，

由 余 弦 定 理 得 >4?7$!7 #

!$&%!7&'$7&

&有!$有!7
# /%/'0

&
#' /

&
， 得

7$!7#/&*>，故7!$7#0*>，7!7$#

0*>#在以!$%中，7!%$#/共*>'符'

（0*>'符）#/(*>，由正弦定理得
$%
?A= 符

#

!$
?A=7!%$

#/
/
&

#&，则 $%#&?A= 符#在

以%$7中，77%$#/共*>'符'（0*>'符）#

/(*>， 由 正 弦 定 理 得
$%

?A=（0*>'符）
#

$7
?A=77%$

#槡0
/
&

#& 槡0 ， 则 &?A= 符#

&槡0?A=（0*>'符），

则 ?A= 符#槡0 得 /
&
>4?符'槡

0
&

?A= 符) ，得
(
&
?A= 符#槡

0
&
>4?符，故 所C= 符#槡

0
(
#

!）#考查点 由递推关系证明数列是等差

数列、求等差数列前 ( 项和
（/）【证明】F&所( ',( #(&，，当 (则&

时，&所('/',('/ #（('/）
&，

两式相减得 &所(',('（&所('/',('/）#(&'

（('/） & #&('/，

又F&所(',('（&所('/',('/）#&所('&所('/'

,(%,('/ #,(%,('/，

，,(%,('/ #&('/，



，（,(%/%,(）'（ ,( %,('/ ）#［&（ (%/）'

/］'（&('/）#&，且 ,&%,/ #0，

，数列｛,(%/%,(｝是首项为 0，公差为 &

的等差数列#

（&）【解】由（/）知 ,(%,('/ #&('/（(则
&），

，所&* #（,/ %,&）%（,0 %,9）%（,( %,: ）%

…%（ ,/） %,&* ） #0%6%//%…%0） #

/*有（0%0））
&

#&/*#

!(#考查点 证明线面垂直、面面角的向量

求法
（/）【证明】因为三棱柱 !$7'!/$/7/ 是

直三棱柱，所以 !!/ /平面 !$7，又
!70平面 !$7，所以 !7/!!/#

因为 !$/!7，!$'!!/ #!，!$，!!/0平

面 $!!/$/，

所以 !7/平面 $!!/$/，因为 $F0平面
$!!/$/，所以 !7/$F，

又因为 $F/!$/，!7'!$/ #!，!7，

!$/0平面 !$/7，

所以 $F/平面 !$/7#

（&）【解】!$，!7，!!/ 两两垂直，以 !为

坐标原点，!$，!7，!!/ 所在直线分别为
"，，，/轴，建立如图所示的空间直角坐

标系，

则 !（*，*，*），$（&，*，*），7（*，&，*），

$/（&，*，9），

设 F（*，*，为），则 $F…99 #（'&，*，为），!$/
…99 #

（&，*，9），

因为 $F/!$/，所以 $F…99 ·!$/
…99 #'&有&%

为有9#*，解得 为#/，

所以 F（*，*，/），所以 7F…99 #（*，'&，/），

7$…99 #（&，'&，*）#

设平面 7$F的法向量为 为#（"，，，/），

则
为·7F…99 #'&，%/#*，

为·7$…99 #&"'&，#*，， 令 ，#/，则 "#/，

/#&，

所以平面 7$F的一个法向量为 为#（/，

/，&）#

又平面 !$F的一个法向量为 !7…99 #（*，

&，*），



设平面 7$F与平面 !$F的夹角为 &，

则 >4?&#$>4?〈!7…99 ，为〉 $#
$!7…99 ·为$

$!7…99 $·$为$
#

&
&有槡:

#槡:
:
，

所以平面 7$F与平面 !$F夹角的余弦

值为槡
:
:
#

!)#考查点 利用导数研究函数的零点问

题、利用导数证明不等式
（/）【解】设:（"）#,（"'/）（"'0），

因为 ,2*，所以当 "， （'7， /） 时，

设:（"）2*，设（"）单调递增，

当 "，（/，0）时，设:（"）)*，设（"）单调

递减，

当 "，（0，%7）时，设:（"）2*，设（"）单调

递增，

所以 设（/）#* 或 设（0）#* 时，设（"）有两

个零点，

解得 ,#0 或 ,#'/（舍），故 ,#0#

（&） 【证明】 "， （ /，0） 时，为= （ 0'"） )

为= &)/，

结合函数的单调性可知，当 &(")0 时，

为=（ 0 '"） ( *，设（"） 2'9，设（为= （ 0 '

"））('9，

此时不等式 设（为=（0'"））)设（"）成立#

下面证明 /)")& 时的情况#

设 *)"*)/，满足 设（"）#设（"*），

则原不等式等价于 设（为= （ 0 '"）） )

设（"*）6为=（0'"）)"*，

考虑到三次函数图象极值点附近的非

对称性，

令 函（"）#设（&'"）'设（"）#'&"0 %:"& '

:"%&（/)")&），则 函:（"）#':"& %/&"'

:#':（"'/） &)*，

故 函（"）在（/，&）上单调递减，则 函（"）)

函（/）#*，故当 /)")& 时，设（ &'"） )
设（"）#设（"*），则 "*2&'"#

令 令（"）#为= "'"%/（/)")&），

当 /)")& 时，令:（"）#
/'"
"

)*，故 令（"）在

（/，&）上单调递减，

所以 令（"）)令（/）#*，则当 /)")& 时，

为= ")"'/，又 0'"，（/，&），所以 为=（0'

"）)&'")"*，

故原不等式得证#

!故#突破点 椭圆的标准方程、直线与椭圆

的位置关系

（/）【解】由以!==:的面积为
0
&
，得

/
&
有

&;有
0
&
#0
&
，解得;#/，所以 ,&'9& #/"#



因为点 !/，
0
&得 ) 在椭圆 7上，所以

/&

,& %

0
&得 )

&

9& #/法#

联立"法解得
,& #9，

9& #0，， 所以椭圆 7的标

准方程为
"&

9
%，&

0
#/#

（&）"【证明】设 L（"/，，/），%（"&，，&），

易知直线 N的斜率不为 *，设 N："#为，%9，

联立
"#为，%9，

"&

9
%，&

0
#/，，

消去 "得（0为&%9），&%&9为，%0:#*，直线 N

与线段 !=相交于 所，与椭圆 7交于 %，

L两点，则 为)* 且 可#（&9为） & '9有0:有

（0为&%9）2*，得 为)'&，

所以 ，/%，& #
'&9为
0为&%9

，，/，& #
0:

0为&%9
，

因为 +L=%+%= #
，/

"/'/
%

，&

"&'/
#

，/

为，/%0
%

，&

为，&%0
#
&为，/，&%0（，/%，&）
（为，/%0）（为，&%0）

#
&为·

0:
0为&%9

%0·
'&9为
0为&%9

（为，/%0）（为，&%0）
#*，

所以7%=所#7L=所#

法 【解】 连接 !%，由 所以!L所 #所以%=所 得

$L所$· $!所$#$%所$$=所 $， 即
$!所$
$=所$

#

$%所$
$L所$

，又7!所%#7=所L，

所以以!所%所以=所L，

所以7%!=#7L=所，又7%=所#7L=所，

所以7%!=#7%=!，所以$%!$#$%=$，

所以 %为线段 !=的中垂线 ，#
0
9 与椭

圆 7的交点#

联立
，#

0
9
，

"&

9
%，&

0
#/，，

解得
"#槡

/0
&

，

，#
0
9

， 或
"#'槡

/0
&

，

，#
0
9
，，

故 点 % 的 坐 标 为 槡/0
&

，
0
9得 ) 或



得 '槡/0& ，
0
9 ) #

!+#突破点 不同进制数的互化、集合新

定义
【解】（/）由题知，设（0）表示集合｛9，(，

:｝中“V&* 数”的个数，设（9）表示集合
｛(，:，6，共｝中“V&* 数”的个数，

由于 9#/有&&%*有&/%*有&*，/%*%*#/)
0，故 9 不是“V&* 数”，

由于 (#/有&&%*有&/%/有&*，/%*%/#&)
0，故 ( 不是“V&* 数”，

由于 :#/有&&%/有&/%*有&*，/%/%*#&)
0，故 : 不是“V&* 数”，

故 设（0）#*，

由于 6#/有&&%/有&/%/有&*，/%/%/#0，

故 6 是“V&* 数”，

由于 共#/有&0%*有&&%*有&/%*有&*，/%*%

*%*#/)0，故 共 不是“V&* 数”，

故 设（9）#/#

（&）设（&(%&） （(则&，(，，-）表示集合
｛&(%0，&(%9，…，&(%/%9｝中在二进制表

示下恰有 0 个 / 的所有元素的个数#

因为｛&(%0，&(%9，…，&(%/'/｝中在二进

制表示下恰有 0 个 / 的数都是从右起

第（(%/）位数字是 /，再在后面 ( 位中

找两个位置放 /，其余位置放 * 而得到

的，故该集合中有 .&
( 个“V&* 数”#

又 &(%/，&(%/%/，&(%/%&，&(%/%0，&(%/%9 的

二进制表示分别为
（/**…****） &，（/**…***/） &，

（/**…**/*） &，（/**…**//） &，

（/**…*/**） &，

其中只有 &(%/%0 的二进制表示中恰有
0 个 /，

所以当 (则 &， (，，- 时，设（ &( %&） #

.&
(%/#

（0）设项表示所有的“V&* 数”组成的集

合，因为在二进制表示下，

在（(%/）的二进制表示的最右边的数

字后面添加一个 *，恰为 &（ (%/）在二

进制下表示的数，

故（(%/）与 &（(%/）同时属于项，或者同

时不属于 项，

集合｛(%&，(%0，…，&（(%/）｝比｛(%/，

(%&，…，&(｝恰少了一个（ (%/），多了
（&(%/），（ &(%&）两个数，因此 设（ (%

/）#
设（(），&(%/*项，

设（(）%/，&(%/，项，，
由 设（/）#*，且对任意正整数 3，都存在

正整数 ( 使得 设（(）则3，

结合递推关系可知存在正整数 ( 使



得 设（(）#3#

当 3#/ 时，易知 设（9）#设（(）#/，故 3#/

不符合题意#

当 3则&，3，，-时，假设恰有一个 (（(则

:，(，，-）使得 设（(）#3，则 设（('/）#3'

/，设（(%/）#3%/，

当且仅当 &('/，项，&(%/，项时成立，

由二进制表示知 ( 必有 &+%&（+则&，+，

，-）的形式，故 3#设（(）#设（&+%&）#.&
+%

/（+则&，+，，-）#

故使得 设（(）#3只有唯一解的全体 3由

正整数 .&
+%/（+则&，+，，-）给出，且唯

一解为 (#&+%&（+则&，+，，-）#

）*+, 求解以集合为背景的新定

义问题的策略
（/）紧扣新定义，首先分析新定义的特

点，把新定义的本质弄清楚，应用到具体

的解题过程中#

（&）用好集合的性质，解题时要善于从试

题中发现可以使用的集合的性质#

（0）有公共元素的集合问题可考虑使用
<1== 图法#

Q%RSU

-.
!#-"考查点 集合的交集运算、分式不等

式的解法

【 解 析 】 因 为
9%&"
&'" 则 * 为

（9%&"）（&'"）则*，
&'")*， 为'&(")&，所以

$#｛"$'&(")&｝，所以 !'$#｛'&，'/，
*，/｝#故选 选#

##为" 考查点 复数的除法运算、A的周

期性

【解析】因为 /#
&%A
A& *&( #

&%A
（A9） (*:·A

#&%A
A

#

（&%A）A
A·A

#'（'/%&A）#/'&A，所以 /#/%&A，

/在复平面内对应的点为（/，&），位于第
一象限#故选 +#

选#-"考查点 向量的线性运算、平面向量

基本定理
【解析】根据题意，!点为7$!7的平分
线，!$#&!7，则点 点到 !$，!7的距离相

等，得
所以!$点

所以!7点

#!$
!7

#$点
7点

#&，即 $点#&7点，所

以$点…
>>

#&点7…
>>

，所以 !点…99 #!$…99 %&
0
（!7…99 '!$…99 ）#

/
0
!$…99 %&

0
!7…99 ，即 !点…

>>

#/
0
】%

&
0
，#故选 选#



%#-"考查点 探求命题为真的充要条件、

根据函数的单调性求参数值、函数奇偶
性的应用
【解析】因为 设（"）是定义域为 #的奇函
数，则 设（*）#*，且 "2* 时，设（"）#'"& %

,"%(',，若 设（"）在［'&，&］上单调递增，

则
(',则*，
,
& 则&，， 解得 9( ,( (，故 “设（"）

在［'&，&］上单调递增”的充要条件是
“9(,((”#故选 选#

）#-"考查点 统计中的数字特征
【解析】甲球员 ( 场篮球比赛的得分可以
是 &*，&&，&共，0*，0*，故 +，故错误；乙球
员 ( 场篮球比赛的得分可以是 &*，&(，
&(，&(，0*，故 .错误；对 选，设乙球员 (

场篮球比赛的得分为 "/，"&，"0，"9，"(，且
"/("&("0("9("(，因为 ( 个数据有 /

个是 0*，平均数是 &(，方差是 /*，所以
/
(

［ （"/'&(）
& %（"&'&(）

& %（"0'&(）
& %

（"9'&(）
& % （"('&(）

& ］ # /*， 所 以

（"/'&(）
& % （"&'&(）

& % （"0'&(）
& %

（"9'&(）
&%（"('&(）

& #(*，若 "9 20*，则

"( 20*， 所 以 （"/'&(）
& %（"&'&(）

& %

（"0'&(）
& %（"9'&(）

& %（"('&(）
& 2(* 矛

盾，所以 "( #0*，"/("&("0("9(0*，且
"/%"&%"0%"9 #&(有('0*#）(，又 (有&(为#

/#&(，所以乙球员连续 ( 场比赛得分的
下四 分 位 数 为 "&， 因 为 （"/'&(）

& %

（"&'&(）
&%（"0'&(）

&%（"9'&(）
& #&(，

所以 "/则&*，若 "/ #&*，则 "& #"0 #"9 #

&(，所以 "&2&/，若 "/ #&/，则 "&则&&，所
以 "&2&/，

若 "/则&&，则 "&则&&，综上所述，乙球员
连续 ( 场比赛得分的下四分位数大于
&/，故 选正确#

故选 选#
(#""考查点 抛物线的焦点弦问题

【解析】由题意知，=
）
&
，*得 ) ，显然直线

!$的斜率不为 *，设直线 !$的方程为

"#-，%
）
&
，由

"#-，%
）
&
，

，& #&）"， 得，，&'&）-，'

）& #*，设 !（"/，，/），$（"&，，&），则 ，/%，& #

&）-，，/，& #'）
&#因为直线 M!，M$斜率之

和为 &，所以
，/

"/

%
，&

"&

#&，即 ，/"& %，&"/ #



&"/"& 为 ，/ -，&%
）
&得 ) %，& -，/%

）
&得 ) #

&
，&
/

&）
·

，&
&

&）为
&-，/，&%

）
&
（，/%，&）#

，&
/，

&
&

&）& 为

'&-）&%-）& #）&

& 为-#'/
&
，所以直线 !$

的斜率为'&#故选 .#

%&'( 方 法 一： 由 题 意 知，

=
）
&
，*得 ) ，显然直线 !$的斜率存在，设

直线 !$的 方 程 为 ，#+ "'
）
&得 ) ， 由

，#+"'
）
&得 ) ，

，& #&）"， 得， +&"& '（ +& %& ） ）"%

+&）&

9
#*，设 !（"/，，/），$（"&，，& ），则 "/ %

"& #
（+&%&））

+& ，"/"& #
）&

9
#因为直线 M!，M$

斜率之和为 &，所以
，/

"/

%
，&

"&

#&，即 ，/"& %

，&"/ #&"/"& 为+"& "/ '
）
&得 ) %+"/ 得 "& '

）
& ) #&"/"&为&+"/"&'

+）
&
（"/%"&）#&"/"&为

&+
）&

9
'+）

&
·

（+&%&））
+& #）&

& 为
+
&
'+&%&

&+
#

/
& 为+#'&，所以直线 !$的斜率为'&#故

选 .#

方法二：设 !（"/，，/），$（"&，，&），因为直

线 !$过焦点 =，根据抛物线焦点弦的性

质可知 "/"& #
）&

9
，，/，& #'）

&#直线 M!，M$

斜率之和为 &，即
，/

"/

%
，&

"&

#&，由于 "/ #

，&
/

&）
，"& #

，&
&

&）
，所以

，/

"/

%
，&

"&

#&）
，/

%&）
，&

#

&）（，/%，&）
，/，&

#又 因 为 ，/，& #'）&， 所 以

&）（，/%，&）
，/，&

#
&）（，/%，&）

'）& #
&（，/%，&）

'）
#&，

进而推出 ，/ %，& #'），所以直线 !$的斜

率为
，&'，/

"&'"/

#
，&'，/

，&
&

&）
'
，&
/

&）

#
，&'，/

（，&%，/）（，&'，/）
&）

#

&）
，&%，/

#&）
'）

#'&#故选 .#

)#&"考查点 函数性质的综合应用
【解析】由 设（"%9） %设（"）#*为设（"）#
'设（"%9），则 设（"%9）#'设（"%共），所以
设（"）#设（"%共），即 设（"）是周期为 共 的函



数，由 设（"%&） 为奇函数，得 设（'"%

&）#'设（"%&），则 设（'"）#'设（"%9），所
以 设（'"） #设（"），即 设（"） 是偶函数，

由 设（/）#设（'/）#/，得 设（ 0）#设（ (）#
'/，设（6）#/，结合周期性，对于 +，，-，
设（&+'/）依次为 /，'/，'/，/，/，'/，'/，
/，…，
所以 设（ &+'/） 是周期为 9 的函数，则
设（/）%&设（0）%0设（(）%9设（6）#/'&'0%

9#*，
(设（））%:设（//）%6设（/0）%共设（/(）#(':'

6%共#*，…，
/0设（&(）%/9设（&6）%/(设（&））%/:设（0/）#

/0'/9'/(%/:#*，
/6设（00）%/共设（0(）%/）设（06）%&*设（0））#

/6'/共'/）%&*#*，…，综上，易知 ()/）

时，;
(

+B/
+设（&+E/） SE&*，( B /） 时，

;
(

+B/
+设（&+E/） BE&*#所以正整数 ( 的

最小值为 /）#故选 故#
故#-"考查点 分段函数的性质及应用、函

数图象的应用、根据函数零点的个数求
参数范围、用导数判断或证明已知函数
的单调性
【解 析 】 因 为 当 "( * 时， 设（ "） #
'"（"%0） & #'"0 ':"& '）"，所以 设:（"）#
'0"&'/&"'）#'0（"%0） （"%/）#当 "，
（'7，'0）时，设:（"）)*，设（"）单调递减；

当 "，（'0，'/）时，设:（"）2*，设（"）单调递
增；当 "，（'/，*）时，设:（"）)*，设（"）单调
递减#所 以 设（"）极小值 #设（ '0 ） #*，
设（"）极大值 #设（'/）#9#

当 "2* 时，设（"）#$为= "$#
'为= "，*)")/，
为= "，"则/，，

所以函数在（*，/）上单调递减，在 （ /，
%7）上单调递增，作出函数的图象，如图
所示#

由此 可 得 * )+)9， 当 "( * 时， 令
'"（"%0） & #9，解得 "#'9 或 "#'/，所以
'9)"/)'0)"& )'/)"0 )*)"9 )/)"(，又
$为= "9 $#$为= "( $，所以 为= "9 %为= "( #

为= "9"( #*，所以 "9"( #/#

由题意可得 "/，"&，"0 是方程 +#'"0 '

:"&'）"，即 "0 %:"& %）"%+#* 的三个根，

所以 "0%:"&%）"%+#（"'"/） （"'"&） （"'

"0），即"0%:"&%）"%+#"0'（"/%"&%"0）"
&%

（"/"& %"/"0 %"&"0 ） "'"/"&"0，所以 +#
'"/"&"0，即 "/"&"0 #'+，（'9，*），所以



"/"&"0

"9"(

#"/"&"0 #'+，（'9，*）#故选 选#

+#为-"考查点 正弦（型）函数的对称轴

及单调性、函数图象变换、三角恒等变换

【解析】对于 +，设（"）#>4?&&"%
/
&
?A= 9"'

/
&

#/%>4?9"
&

%/
&
?A= 9"'

/
&

#/
&
?A= 9"%

/
&
>4?9"#槡

&
&
?A= 9"%）

9得 ) ，函数 设（"）的

最小正周期 项#
&）
9

#）
&
，故 +正确；

对于 故，因为 "， '0）
/:

， ）
共得 ) ，所以 9"%

）
9 ， '）

&
，
0）
9得 ) ，而函数 ，#?A= "在区间

'）
&
，
0）
9得 ) 上不单调，故函数 设（"）在区

间 得 '）
&
，
0）
9 ) 上不单调，故 故错误；

对于 .，由 9"%）
9

#）
&
%+）（+，$），得

"#）
/:

%+）
9
（+，$），不可能取到 "#）

共
，

故 .错误；

对于 选，由 ，#槡
&
&
?A= 9"的图象向左平移

）
/:个单位长度，得 ，#槡&

&
?A= ） 9 得 "%

）
/: ) ] #槡&

&
?A= 9"%）

9得 ) 的图象，故 选

正确#
故选 +选#

!数#为&-"考查点 求圆的弦长、椭圆的焦
点三角形问题

【解析】,#&，9#槡& ，;#槡& ，记$%=& $#为，
则 $%=/ $#9'为，因为 %=//%=&， 所以
（'为%9） & %为& #共， 解 得 为#&， 所 以

以=/%=& 的面积为
/
&

$%=/ $$%=& $#

/
&
有&有&#&，故 +正确#

若7=/%=& #）*>，则$%=& $#$%=/ $#&，

所以 %（*，槡& ），=&（槡& ，*），所以直线

%=& 的方程为
"

槡&
%，

槡&
#/，即 "%，'槡& #

*，故圆 M："&%，& #9 的圆心到直线 %=&

距离 @#槡
&

槡&
#/，所以直线 %=& 被圆 M

截得的弦长为 & 9'@槡
& #& 9'槡 / #



槡& 0 ，故 故正确#

由椭圆的性质可知 ,';($=/%$(,%;，

即 &'槡& ($=/%$(&%槡& ，若以=/%=&

是以 %为顶点的等腰三角形，则点 %位
于椭圆的上顶点或下顶点，满足条件的
点 %有 & 个；若以=/%=& 是以 =/ 为顶
点的等腰三角形，则$=/%$#$=/=& $#

槡& & ，则满足条件的点 %有 & 个；同理，

若以=/%=& 是以 =& 为顶点的等腰三角
形，满足条件的点 %有 & 个，故使得
以=/%=& 为等腰三角形的点 %共 : 个，

故 .错误#

设 %（&，*），件（"/，，/ ），*（'"/，'，/ ），

G
&'"/

&
，
'，/

&得 ) ， +%件 #
，/

"/'&
， +件G #

，/%
，/

&

"/'
&'"/

&

#
0，/

0"/'&
，因为 +%件#'+件G，所以

"/ #
9
0
，所以点 G的横坐标为

&'"/

&
#

&'
9
0

&
#/

0
，故 选正确#故选 +故选#

!!#&"-"考查点 用导数判断或证明已

知函数的单调性、数学归纳法、数列新
定义
【解析】对于 +，若 ,/ ， （ *，/），,(%/ #

&,('?A= ,(，取 ,/ #
/）
&*

，由 *)
/）
&*

)/)）
0
，

则 ?A=
/）
&*

)?A= ）
0

#槡0
&
，则 ,& #&,/ '

?A= ,/ #
/）
/*

'?A=
/）
&*

2
/）
/*

'槡0
&

#/）'(槡0
/*

2

/，故 +错误#

对于 故，若 ,/，（*，/），,(%/ #为=（&',(）%

,(，设 设（"）#为=（&'"）%"，"，（ *，/），

则 设:（"）#' /
&'"

%/#
/

"'&
%/#

"'/
"'&

2*，

故 设（"） 在 （ *， /） 上单调递增，所以
设（*）)设（"）)设（/），即 为= &)设（"）)/，故任
意 ,( ，（*，/），则 ,(%/ ，（为= &，/），由
,/，（*，/），依次递推可知 ,(，（*，/），

故数列｛,( ｝满足$,( $)/，则数列｛ ,( ｝

为“Q数列”，故 故正确#

对于 .，首先证明3,，9，（'/，/），都有
,%9
/%,9

)/#证明：对3,，9，（'/，/），则

有
,%9
/%,9

'/#
,%9'/',9

/%,9
#（,'/）（/'9）

/%,9
)

*， 且
,%9
/%,9

'（ '/ ） # ,%9%/%,9
/%,9

#

（,%/）（9%/）
/%,9

2*，



所以'/)
,%9
/%,9

)/，即
,%9
/%,9

)/，故由上

所证结论可知，若无穷数列 !+为“Q数
列”，则数列 !+ 中任意项 ,(，都满足
$,( $)/， 则 任 意 两 项 ,-， ,(， 都 有
,-%,(

/%,-,(

)/#依次类推可知经过任意

次 项变换操作后，新数列 !+%/ 仍为“Q

数列”，故 .正确#

对于 选，由于每次 项变换操作中都是增

加一项，删除两项，所以对数列 !*：
/
&
，

/
0
，
/
9
，…，

/
( 经过一次 项变换，则项数

减少一项，故对（('/）项的数列 !* 可
进行（('&）次 项变换操作，且最后数列
!('& 只剩下一项#对于任意 ,，9，（'/，

/），定义运算 ,@9#
,%9
/%,9

#下面证明这

种运算满足交换律与结合律#证明：由

,@9#
,%9
/%,9

，则9@,#
9%,

/%9·,
#,%9
/%,9

，所

以 ,@9#9@,，即该运算满足交换律，

由 ,@（9@;）#,@
9%;
/%9;

#
,%

9%;
/%9;

/%,·
9%;
/%9;

#

,%9%;%,9;
/%,9%,;%9;

，且（ ,@9）@;#
,%9
/%,9@

;#

,%9
/%,9

%;

/%
,%9
/%,9

·;
#,%9%;%,9;
/%,9%,;%9;

，故 ,@（9@;）#

（,@9）@;，即该运算满足结合律，由上
所证结论可知，!('& 中的项与实施的 项

变换具体操作顺序无关，不妨选择

， ） /
& @

/
0得 ) @

/
9 ] @… } @

/
( 的依

序操作过程求 !('&#当 (#0 时，!*：
/
&
，

/
0
，由

/
& @

/
0

#(
6
，得 !/：/'

&
6
；当 (#

9 时，!*：
/
&
，
/
0
，
/
9
，由

/
& @

/
0

#(
6
，

/
9 @

(
6

#）
//

，得 !&：/'
&
//

；当 (#( 时，

!*：
/
&
，

/
0
，

/
9
，

/
(
，由

/
& @

/
0

# (
6
，

/
9 @

(
6

#）
//

，
/
( @

）
//

#/9
/:

，得 !0：/'

&
/:

；当 (#: 时，!*：
/
&
，
/
0
，
/
9
，
/
(
，
/
:
，

由
/
& @

/
0

# (
6
，

/
9 @

(
6

# ）
//

，
/
( @

）
//

#/9
/:

，
/
: @

/9
/:

#&*
&&

， 得 !9： / '



&
&&

；……#由 数 列 6 #0&%0%&
&

， // #

9&%9%&
&

，/: #(&%(%&
&

，&& #:&%:%&
&

，故

猜想：!('&：/'
&

(&%(%&
&

#(&%('&
(&%(%&

（ (2&，

(，，-）#记 9('& 为数列 !('& 中仅剩的

一项（(2&，(，，-），设 ,( #
/

(%/
，则由

题意可知数列 ｛9+｝ 满足 9/ #,/@,&，

9+%/ #9+@,+%&，+，，-，+(('&#

下面用数学归纳法证明：9('& #
(&%('&
(&%(%&

（(2&，(，，- ）#（（）当 (#0 时，9/ #

,/@,& #
/
& @

/
0

#(
6
，又

0&%0'&
0&%0%&

#/*
/9

#

(
6
，故当 ( #0 时，9('& #

(&%('&
(&%(%&

成立；

（)）假设当 ( #+（+则0，+，，- ）时，

9('& #
(&%('&
(&%(%&

（ (2&， (，，- ） 成立，即

9+'& #
+&%+'&
+&%+%&

，下面证明当 (#+%/ 时，

9('& #
(&%('&
(&%(%&

（(2&，(，，-）也成立#则

当 ( #+%/ 时，9+%/'& #9+'/ #9+'& @,+#

+&%+'&
+&%+%&

@
/

+%/
#

+&%+'&
+&%+%&

% /
+%/

/%
+&%+'&
+&%+%&

·
/

+%/

#（+
%/）（+&%+'&）%+&%+%&

（+%/）（+&%+%&）%+&%+'&

#（+
%/）（+&%+）'&+%+&%+

（+%/）（+&%+）%&+%+&%+

#（+%/） &%+'/
（+%/） &%+%0

#（+%/） &%+%/'&
（+%/） &%+%/%&

，故当

(#+%/ 时，9('& #
(&%('&
(&%(%&

（(2&，(，，-）

也成立，得证#综合（（） （)）可得，对

任意 (2&，(，，-，9('& #
(&%('&
(&%(%&

成立，故

选正确#

故选 故.选#

!##
0
9
"考查点 和差角的正弦公式、正切

公式的应用、基本不等式求和的最小值
【解析】因为 ?A= ##?A=［（符%#）'符］ #

0?A= 符>4?（符%#），
所以 ?A=（符%#）>4?符'>4?（符%#）?A= 符#

0?A= 符>4?（符%#），

即 ?A=（符%#）>4?符#9>4?（符%#）?A= 符，即
所C=（符%#）#9所C= 符#

又 所C= # # 所C=（符%#）'所C= 符
/%所C= 符所C=（符%#）

#



0所C= 符
/%9所C=&符

# 0
/

所C= 符
%9所C= 符

(
0
9
，

当且仅当 所C= 符#/
& 时等号成立，所以

所C= # 的最大值是
0
9
#

!选#00*"考查点 数字排列问题、求指定

项的系数
【解析】当个位数字为 * 时，其他三个数
位为 /，&，0 这三个数字任意排列，有
+0

0 #0有&有/#:（种）情况#

当个位数字为 & 时，千位不能为 *，所以
千位有 & 种选择（从 /，0 中选），百位从
剩下的 & 个数字中选，十位再从剩下的
/ 个数字中选，

根据分步乘法计数原理，共有 &有./
& #

&有&#9（种）情况#

所以 (#:%9#/*#

根据二项展开式的通项公式 项O%/ #

.O
(,

('O9O，对于（/%"）+，展开式中 "0 项的

系数为 .0
+（+#0，9，…，/*）#

那么（/%"） 0%（/%"） 9%…%（/%"） /* 展开
式中"0 项的系数为.0

0%.
0
9%.

0
(%…%.0

/*#

由组合数的性质 .O
(%.

O'/
( #.O

(%/，且 .0
0 #

.9
9，得 .0

0%.
0
9%.

0
(%…%.0

/* #.
9
9%.

0
9%.

0
(%

…%.0
/* #.

9
(%.

0
(%…%.0

/* #…#.9
//#

可得 .9
// #

//有/*有）有共
9有0有&有/

#00*#

!%#
/:槡0
0

"考查点 证明线面垂直、利用正

弦函数的有界性求最值
【解析】因为 $7/!!:，$7/!$，!$'
!!:#!，!$，!!:0平面 !$$:!:，所以
$7/平面 !$$:!:，因为 $72平面 符，
$70平面 $77:$:，且平面 $77:$:'平
面 符#$:7:，

所以 $72$:7:，又因为 $$:277:，所以
四边形 $77:$:为平行四边形，所以
$7#$:7:，同理可得，!点2!:点:，且 !点#

!:点:，又因为 !点2$7，且 !点#$7，

所以多面体 !$$:!:'点77:点:为直四棱柱#

如图，作 $件2!:$:交 !!:于点 件，!:$:0
平面 !:$:7:点:，$件B平面 !:$:7:点:，则
$件2平面 !:$:7:点:，因为 $72平面
!:$:7:点:，且 $7'$件#$，$7，$件0平面
$7件，所以平面 $7件2平面 !:$:7:点:，又
因为 $7/ 平 面 !$$:!:， 所 以 设
7!$件#&，作 !*/!:$:交 !:$:于点 *，

所以 $7/!*，即 $:7:/!*，又 !:$:'
$:7:#$:，!:$:，$:7:0平面 !:$:7:点:，

所以 !*/平面 !:$:7:点:，所以7!!:*

就是直线 !!:与平面 符所成角， 即



7!!:*#:*>，所以7!件$#7!!:*#

:*>，在以!$件中，由正弦定理得，!件#

9

槡0
?A= &，$件#9

槡0
?A=（&%:*>）#&>4?&%

&

槡0
?A= &，点 $到直线 !!:的距离为 @#

$件·?A= :*>#槡0>4?&%?A= &，所以多面

体 !$$:!:'点77:点:的体积 以#
/
&
（!!:%

$$:）有@ 有$7# /
& 得 &>4?&%&>4?&%

9

槡0
?A= &) （槡0>4?&%?A= &）有&

# 9>4?&%
9

槡0
?A= &得 ) （槡0>4?&%?A= &）

# 槡9 0 >4?&&%9>4?&?A= &%9?A= &>4?&%

9

槡0
?A=&&

#槡9 0>4?&&%共>4?&?A= &%
9

槡0
?A=&&

#槡9 0 有 /
&
（/%>4?&&）%9?A= &&%

9

槡0
有

/
&
（/'>4?&&）

#共

槡0
%9?A= &&%槡

9 0
0

>4?&&

#共

槡0
%共

槡0
?A= &&%

）
:得 ) ( 槡/: 0

0
，

当且仅当 &#
）
: 时取等号#

!）#考查点 正弦定理、余弦定理在解三角

形中的应用
【解】（/）因为 >4?&$#/'&?A=&$，所以
由 ?A=&!%>4?&$%?A=&7#/，
得 ?A=&!%?A=&7#&?A=&$#

在以!$7中，由正弦定理得 ?A= !#
,
&G

，

?A= $#9
&G

，?A= 7#;
&G

，G为以!$7外接

圆半径，
所以 ,&%;& #&9&"，

又因为 ,，9，;成等比数列，所以 9& #

,;法，
由"法得 ,#9#;，则 !#$#7#

因为 !%$%7#），所以 $#）
0
#

（ & ） 由 （ / ） 得 7$!7 #7!$7 #

7!7$#）
0
，



因为 ,#&G·?A=7$!7#&有 槡
& 0
0

有槡0
&

#

&，所以 ,#9#;#&，

所 以 在 以$7点 中， $7#$点 #&，

77$点#&）
0
，

所 以 7点& #$点& %$7& '& · $点·

$7·>4?
&）
0

#/&，所以 7点#槡& 0#

所以 所以$7点#/
&

有$7有$点有?A=77$点#

/
&
有&有&有槡

0
&

#槡0 ，

设以$7点的内心为 %，内切圆半径为 O，

则 所以$7点#所以$7%%所以$点%%所以7点%#
/
&
（$7%

$点%7点）O，

所以 O#
&所以$7点

$7%$点%7点
# 槡& 0
9%槡& 0

#槡& 0'0#

!(#考查点 利用导数研究函数的极值、利

用导数研究不等式恒成立问题
【解】（/）函数 设（"）#"1"的定义域为
#，求导得 设:（"）#1"%"1"#1"（"%/），

令 设:（"）2*，解得 "2'/，函数 设（"）在
（'/，%7）上单调递增，

令 设:（"）)*，解得 ")'/，函数 设（"）在
（'7，'/）上单调递减，

所以函数 设（"）在 "#'/ 处取得极小

值 设（'/）#'/
1
，无极大值#

（&）不等式设（"）'为= "%,"则/ 恒成立，即
"1"'为= "%,"'/则 *，"， （ *，%7） 恒
成立，

不等式等价于 ,则'1"%/%为= "
"

，"，（*，

%7）恒成立，

令 令（"）#'1"%/%为= "
"

，"2* 得 关键：由恒

成立的不等式分离参数，构造函数 ) ，

则 令:（"）#'1"%

/
"
·"'（/%为= "）

"& #'1"%

'为= "
"& #'"&1"%为= "

"& ，

令 函（"）#"&1"%为= "，"2*，

则 函:（"） #（ &"%"& ） 1"% /
"

2*，函数

函（"）在（*，%7）上单调递增，

又 函
/
1得 ) #1

/
1

'&
'/)*，函（/）#12*，则

存在唯一 "* ，
/
1
，/得 ) ，使得 函（"* ）#

"&
*1

"*%为= "* #*，



则 "*1
"* #/

"*
·为=

/
"*

，即 "*1
"* #为=

/
"*

·

1
为= /

"*，于是 设（"*）#设为=
/
"*

得 ) ，

由（/）知，函数 设（"）在（*，%7）上单调

递增，则 "* #为=
/
"*

#'为= "*#

当 "，（*，"*）时，函（"）)*，令:（"）2*，则
函数 令（"）在（*，"*）上单调递增；

当 "，（"*，%7）时，函（"）2*，令:（"）)*，

则函数 令（"）在（"*，%7）上单调递减，

因此 令（"）BC即#令（"*）#'1
"* %

/%为= "*

"*

#

'1
'为= "*%

/'"*

"*

#'/，则 ,则'/，

所以实数 , 的取值范围为［'/，%7）#
!)#考查点 二面角的向量求法、线面平行

的性质
（/ ） 【 证 明 】 在 题 图 " 中， $7#&，

7$!7#0*>，所以 !$#9，!7#&槡0 ，

因为 F为 !7的中点，F=/!$，所以

!F#槡0 ，!=#0
&
#

因为 =D#/
&
，所以点 D在题图"中 !$

的中点位置，所以 FD2$7，

在题图法中，因为 FD0平面 %FD，$7B
平面 %FD，

所以 $72平面 %FD，

因为 $70平面 %$7，平面 %FD'平面
%$7#N，所以 $72N#
（&） 【解】在题图法中，因为 F=/%=，
F=/ $=， %=' $=#=， %=， $=0 平
面 %$=，

所以 F=/平面 %$=，

又 F=0平面 F=$7，所以平面 %=$/平
面 F=$7，

因为平面 %=$'平面 F=$7#=$，%D/
=$，%D0平面 %=$，所以 %D/平面
F=$7#

由（/）知 !=#0
&
，即 %=#0

&
，又 D=#

/
&
，所以 %D# 0

&得 )
&

' /
&得 )槡

&

#槡& ，

过点 D在平面 DF7$内作 D，/FD，

以 D为坐标原点，DF，D，，D%所在直线

分别为"，，，/轴建立如图所示的空间直

角坐标系，



则 %（*，*，槡& ），F（/，*，*），7（ /，槡0 ，

*），$（'/，槡0 ，*），

所以 %7…99 #（/，槡0 ，'槡& ），F7
…99 #（*，槡0 ，

*），$%…99 #（/，'槡0 ，槡& ）#

设平面 %F7的法向量为 为/ #（"，，，/），

则
为/·%7…99 #"%槡0，'槡&/#*，

为/·F7…99 #槡0，#*，
，

令 "#&，解得 /#槡& ，

所以 为/ #（&，*，槡& ）#

设平面 %$7的法向量为 为& #（-，(，,），

则
为&·%7…99 #-%槡0 ('槡& ,#*，

为&·$%…99 #-'槡0 (%槡& ,#*，
，

令 (#槡& ，解得 ,#槡0 ，所以 为& #（*，槡& ，

槡0 ），

所以 >4?〈 为/， 为& 〉 #
为/·为&

$为/ $·$为& $
#

槡:

槡:·槡(
#/

槡(
，所以 ?A=〈为/，为&〉#

槡& (
(

，

所以二面角 F'%7'$的正弦值为 槡& (
(

#

!故#考查点 离散型随机变量分布列、条件

概率的计算、求离散型随机变量的期望
【解】（/） （（）设第 / 次抽到优级品为

事件 !，第 & 次抽到一级品为事件 $，

则 %（$$!）#
%（!$）
%（!）

#

/
0
有9

(
/
0

#9
(
#

（)）根据题意可知 W的取值可能为 &，

0，9，(#

则 %（W#&） #
+&

&

+&
:

# /
/(

，%（W#0） #

./
9.

/
&+

&
&

+0
:

#&
/(

，%（W#9）#
+9

9%.
/
&.

&
9+

0
0

+9
:

#

9
/(

，%（W#(）#
./

&.
0
9+

9
9%.

/
&.

/
9+

9
9

+(
:

#共
/(

#

则 W的分布列为

W & 0 9 (

%
/
/(

&
/(

9
/(

共
/(

所以 F（W）#&有
/
/(

%0有
&
/(

%9有
9
/(

%(有

共
/(

#:9
/(

#

（&）设在 /* 次抽检中至少有 共 次抽到
优级品的概率为 设（）），

则 设（））#.共
/*）

共（ /'）） & %.）
/*）

）（ /'）） %

）/* #9(）共 （ /'）） & %/*）） （ /'）） %）/* #

）共（0:）&'共*）%9(），其中 *)）)/，



因为 设:（））#0:*）6（）'/） &2*，所以 设（））
在（*，/）上单调递增#

注意到设
0
9得 ) #6有

0
9得 )

）

，所以）则
0
9
，

故 ）的最小值为
0
9
#

!+#考查点 求双曲线的标准方程、根据直

线与双曲线的位置关系求参数范围
（/）【解】在直线N中，令，#*，得"#'/，

则直线 N与 "轴交于点（'/，*），所以

,#/#又因为双曲线F的离心率
;
,
#槡(，

所以 ;#槡( ，故 9& #;&',& #9#

所以双曲线 F的 标 准 方 程 为 "& '

，&

9
#/#

（&）（（）【解】经检验，当一条切线斜率
不存在时，
若 项（/，&），显然另一条切线斜率存在，

设切线方程为 ，'&#+/（"'/），

联立双曲线方程得（+&
/ '9）"

& '&+/（+/ '

&）"%（+/'&）
&%9#*，

则 可#9+&
/（+/'&）

&'9（+&
/'9）［（+/'&）

&%

9］#*，
解得 +/ #&，而双曲线渐近线方程为 ，#

方&"，则此时不符合题意#
若 项（'/，*），则此时只有一条切线，显
然不合题意，

则两条切线斜率均存在，设切线斜率
为 +，切线方程为 ，#+（"'为）%（为%/），

与双曲线方程联立得（+&'9）"&'&+（+为'

为'/）"%（+为'为'/） &%9#*，

令 可/ #9+
&（+为'为'/） &'9（+&'9）［（+为'为'

/） &%9］#*#

整理得（+为'为'/） & '+& %9 #*，由于 +)

方&，所以 为)'/
0 且 为)/#

又整理可得（为&'/）+&'&为（为%/）+%为&%&为%

(#*#

由题意，+有两个不同实根，所以为&'/)*，

且 可& #9为& （为%/） & '9 （为& '/） （为& %&为%

(）2*#

整理得 9（为%/） （'0为%(）2*，解得'/)

为)
(
0
#

综 上 所 述， 为的 取 值 范 围 是

'/，'
/
0得 ) （ '/

0
，/得 ) （ /，

(
0得 ) #

（)）【证明】设 件（"/，，/），%（"&，，&）#

则直线 件项和 %项的方程分别为 "/"'

，/

9
，#/，"&"'

，&

9
，#/#

联立得点 项得 ，/'，&

"&，/'"/，&
，
9（"/'"&）
"&，/'"/，&

) #



又点 项在直线 N上，代入整理得 "&，/ '

"/，& #9（"/'"&）'（，/'，&）#"
在直 线 件项中， 令 "#'/， 则 ，#
'9（"/%/）

，/
，得点 *得 '/，'9（"/%/）

，/
) #

+%*#
，&%

9（"/%/）
，/

"&%/
#
，/，&%9（"/%/）

（"&%/），/
，

故直线 %*方程为 ，#
，/，&%9（"/%/）
（"&%/），/

·

（"'"&）%，&#
设直线%*与直线N交点为!，联立两直

线方程得
，/，&%9（"/%/）

（"&%/），/
（"'"& ） %，& #

"%/#

解得 "!#
（"&'，&%/），/%9（"/%/）"&

，/，&%9（"/%/）'（"&%/），/
#

设直线 件L与直线 N交点为 $，
同 理 可 得 "$ #

（"/'，/%/），&%9（"&%/）"/

，/，&%9（"&%/）'（"/%/），&
#"

由"式，作差，"! 减 "$ 的分子有（"& '

，&%/），/ %9（"/ %/）"& '（"/ '，/ %/），& '

9（"&%/）"/ #"&，/ '"/，& '［ 9（"/ '"& ） '

（，/'，&）］#*，
作差，"$减 "!的分母有 ，/，&%9（"&%/）'

（"/%/），&'［，/，&%9（"/%/）'（"&%/），/］#

"&，/'"/，&'［9（"/'"&）'（，/'，&）］#*#
则可得 "!和 "$ 表达式的分子、分母分
别相等#
故 !，$两点重合，所以直线 %*与 件L
的交点在定直线 N：，#"%/ 上#


