
， ( "#:89;

!"
!#选&-"考查点 正、余弦定理解三角形，

利用数量积求模

【解析】因为 !的（*，，），证A= !'槡0>4证!#

*，则 证A= !#槡0>4证!当*，所以 JC= !#槡0 ，

故 !#，
0
，+正确；

由正 弦 定 理 可 知 为G# ,
证A= !

#槡6

槡0
为

#

为槡为/
0 .G#槡为/

0
，,正确；

由正弦定理及 0证A= 点#为证A= ），得 09#为［，
设 9#为令（令当*），则 ［#0令，由余弦定理可知
,为 #9为，［为'为9［>4证!.6#/0令为':令为.令#/，
所以 9#为令#为，［#0令#0，故错误；

因为 8为 点）的中点，如图所示，则 点88则则 #

8）8则则 ，所以 !88
所所

'!点8则则 #!）8则则 '!88
所所

，则 为!88
所所

#!点8则则 ，

!）8则则 ，所以 解$!88则则 $为 #（!点8则则 ，!）8则则 ）为 #!点8则则 为，为!点8则则 ·

!）8则则 ，!）8则则 为 #［为，为［9>4证，
0
，9为 #8，为@0@为@

/
为

，解 #/8，则 !8#槡/8
为

，-正确#故

选 +,-#

##选"考查点 三角形面积公式及其应用、
余弦定理解三角形、数量积的运算律

【解析】因为 !'8则则 ·!88
所所

#（!88
所所

，8'8则则 ）·!88
所所

#

!88
所所

为 #/:
所
，所以$!88

所所

$#
解槡所
所

#令为点!）#，，

则 21!点）#
/
为
点）·

解槡所
所

#/
为
@解@为证A= ，，即

点）#为槡所证A= ，#在1!点）中，由余弦定理
得 点）为 #为*证A=为，#解为 ，为为 '为@解@为>4证，，
即 >4证，（解'所>4证，）#*，解得 >4证，#*

或 >4证，#
解
所
#

故选 +#

$#槡6"考查点 余弦定理解三角形、三角
形面积公式及其应用
【解析】 由 21!点） #21!点由，21!）由， 可 得
/
为
9［证A=为点!）# /

为
9· !由证A= 为点!）

为
，

/
为
［·!由证A= 为点!）

为
，

即
/
为

@为 @/ @证A= 为点!）# /
为

@为 @

为
0
证A= 为点!）

为
，/

为
@/@

为
0
证A= 为点!）

为
，



又 *)为点!）)，，

G化简得 >4证为
点!）
为

#/
为
，

G为点!）#为，
0
#

由 余 弦 定 理 可 得 , #

/，解'为@/@为@'/
为， )槡 #槡6#

%#选""考查点 三角形面积公式及其应
用，正、余弦定理解三角形
【解析】若1!点）为锐角三角形，则 !，

点当，
为
， 即

，
为
当点当，

为
'!，故证A= 点当证A= ， ，

为
'

!) #>4证!，故 +正确#

若 点# ，
0
， 9为 #,［， 则 9为 #,为 ，［为 '

为,［>4证点#,为，［为',［#,［，即 ,为，［为'为,［#

*，（,'［） 为 #*，故 , #［，且 点#，
0
，故

1!点）是等边三角形，故 ,错误#
若 9>4证），［>4证点#9，则 证A= 点>4证），
证A= ）>4证点#证A= 点，即证A=（点，））#证A= 点，即
证A= !#证A= 点，又 !，点为三角形的内角，故
!#点，所以1!点）是等腰三角形，故 故
正确#

若 !点#0，!）#所，>4证）#/0
/解

，则 >4证）#

,为，9为'［为

为,9
#,为，为所'8

/*,
#/0
/解

，解得 , #6 或

,#
/:
6
，且 证A= ）# /'>4证为槡 ）#0槡0

/解
#当 ,#6

时，>4证!)*， !为 钝 角， 故 21!点） #

/
为
,9证A= ）#/所槡0

解
；当 ,#

/:
6 时，>4证点)*，

点为钝角，故 21!点）#
/
为
,9证A= ）#:*槡0

解8
，故

-错误#故选 +故#

故#0，0槡0 "考查点 正、余弦定理解三角
形，两角和的余弦公式，三角形面积公式
及其应用

【解析】因为1!点）的面积 2 # ,为

0证A= !
#

/
为
9［证A= !， 所 以

0
为
9［证A=为!#,为， 所 以

0
为
证A= 点证A= ）证A=为!#证A=为!#因为 证A= !（*，

所以 证A= 点证A= ）#为
0
#又 0>4证点>4证）#/，

则 >4证（点，））#>4证点>4证）'证A= 点证A= ）#

'/
0
，所以 >4证!#'>4证（点，））#

/
0
#

又 !的（*，，），所以 证A= !# /'>4证为槡 !#

为槡为
0

，由 余 弦 定 理 可 得
/
0

#>4证!#

9为，［为',为

为9［
，由

0
为

9［证A=为!#,为， , #0，可得



9［#
为6
解
，所以 9为 ，［为 # 为

0
9［，8 #为6

为
，

（9，［） 为 #为6
为
，为6

为
#为6，所以 9，［#槡0 0 ，故

1!点）的周长为 ,，9，［#0，槡0 0#
］#考查点 三角形面积公式及其应用，正、

余弦定理解三角形

【解】（/）选择条件图：因为
证A= 点，证A= ）

证A= !
#

9',
9'［

，"

由正弦定理， 得
9，［
,

#9',
9'［

， 所以 9为 ，

,为 '［为 #,9#由余弦定理， 得 >4证）#
,为，9为'［为

为,9
#,9
为,9

#/
为
#因为 ）的（*，，），所

以 ）#，
0
#

选择条件 如： 因为
>4证）
>4证点

# ［
为,'9

， 所以

为,>4证）'9>4证）#［>4证点，即 为,>4证）#
［>4证点，9>4证）#"
由正弦定理得 为证A= !>4证）#证A= ）>4证点，
证A= 点>4证），即 为证A= !>4证）#证A=（），点）#因
为 !，点，）#，，所以 点，）#，'!，所以
证A=（点，））#证A=（，'!）#证A= !#因为 !的

（*，，），所以 证A= !（*，所以 >4证）#/
为
#

因为 ）的（*，，），所以 ）#，
0
#

（为） 因为点 M是内心，所以 为M!点#
/
为 为点!）， 为M点!# /

为 为）点!#因 为

为!）点，为点!），为）点!#，，所以为点!），

为）点!#
为，
0
，所以为M!点，为M点!#，

0
，所

以为!M点#为，
0
#

由余弦定理得 !点为 #!M为 ，点M为 '为!M·
点M>4证为!M点，即 为所#/6，!M·点M，解得
!M·点M#;，

所以 21!M点#
/
为
!M·点M证A=为!M点#为槡0#

)#考查点 正、余弦定理的综合应用，三角
形面积公式及其应用，三角恒等变换的
化简问题

【解】（/）由 9>4证），槡09证A= ）','［#*，
根 据 正 弦 定 理 得， 证A= 点>4证 ），

槡0证A= 点证A= ）'证A= !'证A= ）#*，

则 证A= 点>4证），槡0证A= 点证A= ）'证A=（点，））'
证A= ）#*，

则 证A= 点>4证 ），槡0 证A= 点证A= ）'



（证A= 点>4证），>4证点证A= ））'证A= ）#*，

则槡0证A= 点证A= ）'>4证点证A= ）'证A= ）#*，
因为 ）的（*，，），所以 证A= ）（*，

则槡0证A= 点'>4证点'/#*，

即 证A= 点'，
:， ) #/

为
，又 点的（*，，），

则 点'，
:

#，
:
，即 点#，

0
#

（为）图因为 21!点）#/
为

,［证A= 点#槡0
解

,［#

槡解 0 ，所以 ,［#/:#
由余弦定理 9为 #,为，［为'为,［>4证点，
得 /:#,为，［为',［，即 ,为，［为 #0为，
所以 ,#［#解，即1!点）为等边三角形，
则1!点）的周长为 ,，9，［#/为#

如由 !）8则则 #0!88
所所

，所以 !8#解
0
，

在1!点8中，由余弦定理得，

点8为 #!点为，!8为'为!点·!8·>4证，
0

#/:，

/:
8
'为@解@

解
0
@/

为
#/:@

6
8
，

所以 点8#槡解 6
0

#

*#-"考查点 利用正弦定理和三角形解
的个数求边长取值范围

【解析】根据正弦定理得
点）
证A= !

#!）
证A= 点

，即

为

证A= ，
:

#!）
证A= 点

，可得 !）#为证A= 点

证A= ，
:

#解证A= 点，

根据 !#，
:
，可得 点的 *，

所，
:， ) #

若1!点）有唯一解，则由正弦函数的性

质，可知 点#，
为 或 *)点有

，
:
，所以 !）#

解证A= 点#解 或 !）#解证A= 点的（*，为］，则 !）
的取值范围是（*，为］!｛解｝#故选 -#

+#突破点 三角恒等变换的化简问题，正
弦定理边角互化的应用，求余弦（型）函
数的值域，和、差角的正弦公式
（/）【证明】因为 ,'［#为［>4证点，由正弦定
理得 证A= !'证A= ）#为证A= ）>4证点，所以
证A= 点>4证），证A= ）>4证 点'证A= ） #
为证A= ）>4证点，所以 证A= 点>4证）'证A= ）>4证点#
证A= ）即证A=（点'））#证A= ），而 *)点)，，*)
）)，，则 点'）#）或 点'），）#，，即 点#为）
或 点#，（舍去），故 点#为）#
（为）【解】因为1!点）是锐角三角形，所

以

*)）)，
为
，

*)为）)，
为
，

*)，'0）)
，
为
，













解得
，
:
)）)，

解
，



所以 >4证）的取值范围是槡
为
为
)>4证）)槡

0
为
#

由正弦定理可得
9
［
#证A= 点
证A= ）

，则9#
证A= 点
证A= ）

·［#

证A= 为）
证A= ）

·［#为>4证）·［，所以
>4证）
9

#/
为［

，所

以
>4证）
9

，/
［
#0
为［

#因为 ,'［#为［>4证点，所

以 为'［#为［>4证为），所以 ［#
为

为>4证为），/
，所

以
>4证）
9

， /
［

# 0
为［

# 0
解

为>4证为），/

#

0（为>4证为），/）
解

#0（解>4证
为）'/）
解

#

因为 >4证）的 槡为
为
，槡

0
为， ) ，所以 解>4证为）'/的

（/，为），所以
>4证）
9

，/
［
#0（解>4证为）'/）

解 的

取值范围是 ， 0
解
，
0
为 ) #

!,#""考查点 高度测量问题
【解析】如图，分别过点
点，）作 点=/!!/，）8/
点点/，垂足分别为 =，8，
过点 8作 8由/!!/，垂
足为 由#
根据题意易得为!点=#
所/#0解>，为点）8#00#:8>#
在1!/点/）/ 中，由正弦
定 理 得 点/）/ #
!/点/·证A=为）/!/点/

证A=为!/）/点/

#

;*@证A= 解;#:*>
证A= 0*> <

;*@*#6所*
/
为

#/为*（米）#

在 在J1点）8中，8）#点/）/ #/为* 米，则
点8#/为*JC= 00#:8>< /为* @*#::6 #
;*#*解（米）；在 在J1!点=中，点=#!/点/ #
;* 米， 则 !=#;*JC= 所/#0解>< ;* @
/#为所*#/**（米），所以 !!/ #））/ ，点8，
!=< ;: ，;*#*解 ，/**< 为:: （米）#故
选 故#

!!#&"考查点 正弦定理解三角形

【解 析 】 F
,

证A= !
# 9
证A= 点

， G 槡0
证A= :*>

#

槡为
证A= 点

，G证A= 点#槡为
为
#又 *>)点)/;*>，且

9),，G点)!，则角点的值为 解所>#故选,#

故选/0 忽略三角形中“大边对大
角”的限制条件而致错
在利用正弦定理解已知三角形的两边和
其中一边的对角，求另一边的对角的问
题时，有可能出现一解、两解或无解的情
况，所以解题时要注意是否需要分类讨

论#本题计算出 证A= 点#槡为
为 后，要根据 9)

,，得到 点)!，舍去 点#/0所>（若 点#/0所>，
不满足三角形的内角和为 /;*>）#



）$
!#&"考查点 二倍角的余弦公式、正弦定

理解三角形、两角和的正弦公式
【解析】 在 1!点）中， 由 正 弦 定 理 得
0

证A= !
# 解
证A= 点

，则 0证A= 点#解证A= （点，）） #

解证A= 点>4证），解证A= ）>4证点#解证A= 点>4证），
;证A= 点>4证为点，而 证A= 点当*，因此 0#解>4证），
解（>4证为点，/）#;>4证），解，所以 >4证）#

'/
;
#故选 ,#

##""考查点 三角形面积公式及其应用、
余弦定理解三角形
【解析】设 !点#"，根据余弦定理，点）为 #
!）为，!点为 '为!）·!点·>4证为点!），已知

点）#;，!）#/*，>4证为点!）#0
所
，代入可得

;为 #/*为 ，"为 '为@/*@"@
0
所
，即 "为 '/为"，

0:#*，解得 "#:，由于 点）为 ，!点为 #:解，
0:#/** #!）为，因此1!点）为直角三角

形，则 2#
/
为
@:@;#为解#故选 故#

$#选"突破点 正、余弦定理的综合应用，
三角恒等变换

【解析】由题意知 9为',为 #/
为
［为，由余弦定

理得 >4证!#9为，［为',为

为9［
#
［为，

/
为
［为

为9［
#0［为

解9［
#

0［
解9

，由正弦定理得 >4证!#0证A= ）
解证A= 点

， 即

解>4证!证A= 点#0证A= ）#0证A= （!，点） #
0证A= !>4证点，0>4证!证A= 点，则 >4证!证A= 点#
0证A= !>4证点#又 证A= （!'点）#证A= !>4证点'

>4证!证A= 点#' /
0
，所以'为证A= !>4证点#

'/
0
，得证A= !>4证点#/

:
，所以 >4证!证A= 点#

/
为
，所以 证A= ）#证A= （!，点）#证A= !>4证点，

>4证!证A= 点#/
:
，/

为
#为

0
#故选 +#

%#选"突破点 正弦定理边角互化的应用、
余弦定理解三角形、判断命题的充分不
必要条件
【解析】由 ,>4证）#［>4证!及正弦定理可得
证A= !>4证）#证A= ）>4证!，进而可得 JC= !#
JC= ）.!#），可得 ,#［（另解：进而可得
证A=（!'））#*，又 !，）的（*，，）， G!#），
G, #［）， 又 （,，9） 为 '为,9>4证）#,9，
9［，［,，有 ,为，9为，为,9'（,为，9为 '［为 ）#,9，
9［，［,，即 ［为，,9'9［'［,#*，因式分解可得
（9'［） （ ,'［）#*，可得 9#［或 ,#［，故
“,>4证）#［>4证!”是“（,，9） 为'为,9>4证）#
,9，9［，［,”的充分不必要条件，故选 +#

故#""突破点 正、余弦定理判定三角形形
状，利用数量积求夹角



【解 析 】 由 题 意 得 证A=为!，证A=为）#
证A= ）证A= !，/'>4证为点，即 证A=为!，证A=为）#
证A= ）证A= !，证A=为点，由正弦定理得 ,为，［为 #
,［，9为，即 ,为 ，［为 '9为 #,［，则 >4证点#
,为，［为'9为

为,［
#,［
为,［

#/
为
，因为 点的（*，，），所

以 点#，
0
#

又
!点8则则

$!点8则则 $
， !）8则则

$!）8则则 $
# 槡0 ， 所 以

!点8则则

$!点8则则 $
，!）8则则

$!）8则则 $

为

#0#， !点8则则

$!点8则则 $)
为

，为
!点8则则

$!点8则则 $
·

!）8则则

$!）8则则 $
，， !）8则则

$!）8则则 $)
为

#为 ，为>4证〈!点8则则 ，!）8则则 〉，

故 >4证〈!点8则则 ，!）8则则 〉 #/
为
#因为 〈!点8则则 ，!）8则则 〉的

（*，，），所以 !#，
0
#

综上，1!点）为等边三角形#故选 故#
］#选"-"突破点 正弦定理边角互化的应

用、用定义求向量的数量积、三角形面积
公式及其应用
【解析】在1!点）中，由（为9'［）>4证!#
,>4证）及 正 弦 定 理 得 为证A= 点>4证!'
证A= ）>4证!#证A= !>4证），所以 为证A= 点>4证
!#证A= !>4证），证A= ）>4证!， 化 简 得
为证A= 点>4证!#证A=（!，）），即 为证A= 点>4证!#
证A= 点#
因为 点的 （ *，，），所以 证A= 点（ *，故

为>4证!#/，解得 >4证!#
/
为
#因为 !的（*，

，），所以 !#，
0
，故 +正确，,错误#

因为 !8是边 点）的中线，所以由向量中

线定理得 !88
所所

#/
为

（!点8则则 ，!）8则则 ），故 为!88
所所

#

!点8则则 ，!）8则则 ，两边同时平方得 解 !88
所所

为 #!点8则则 为 ，

!）8则则 为，为!点8则则 ·!）8则则 ，代入得 0: #［为 ，/为，为@

为槡0@
/
为
［，解得 ［#为槡0 （负根已舍去），

所以 !点8则则 ·!）8则则 #为槡0 @为槡0 @ /
为

#:，故 故

正确#
设1!点）的面积为 2，由三角形面积公式

得 2#
/
为
9［证A= !#/

为
@为槡0 @为槡0 @槡0

为
#

0槡0 ，故 -正确#故选 +故-#
)#""突破点 正弦定理边角互化的应用、

余弦定理解三角形

【解析】由 ［>4证（!'点），为槡0 ,证A= 点>4证）#
'［>4证），得 ［>4证（ !'点） ，［>4证）#

'为槡0 ,证A= 点>4证），所以 ［［>4证（!'点） '

>4证（!，点）］#'为槡0 ,证A= 点>4证），

即 为［证A= !证A= 点#'为槡0 ,证A= 点>4证），
则由正弦定理得 为证A= ）证A= !证A= 点#

'为槡0证A= !证A= 点>4证）#



因为 !，点的 （ *，，），所以 证A= !（ *，

证A= 点（ *，所以 证A= ）#'槡0 >4证），即

JC= ）#'槡0 ，又 ）的（*，，），所以 ）#为，
0
#

因为 ［# 槡为 : ， 所 以 由 余 弦 定 理 得
（ 槡为 : ） 为 #,为 ，9为 '为,9>4证），即 ,为 ，9为 #
为解',9#

由题可得 ）88则则 #/
为
（）!8则则 ，）点8则则 ），所以 ）88则则 为 #

/
解
（）!8则则 为，为）!8则则 ·）点8则则 ，）点8则则 为 ）#

/
解
（9为 ',9，

,为）#
/
解
（为解'为,9），因为 ,为，9为 #为解',9）

为,9，所以 ,9有;，当且仅当 ,#9时等号

成立，所以 ）88则则 为 ）
/
解

@（ 为解'/:）#为，则

$）88则则 $）槡为#
所以 !点边上的中线 ）8长度的最小值

为槡为#故选 故#
*#""突破点 正、余弦定理与三角函数性

质的结合应用，三角形面积公式及其
应用
【解析】 由三角形面积公式可得 2 #
/
为
9［证A= !，故 ,为 #9［证A= !，（9'［） 为， / '

/
为
证A= !#

9为，［为',为

为9［
，故 /'

/
为
证A= !#>4证!#

因为 证A=为!，>4证为!#/， 所 以 证A=为!，

/'
/
为
证A= !， )

为

#/，解得 证A= !#
解
所 或 *#

因为1!点）为锐角三角形，所以 证A= !#*

舍去， 故 证A= !# 解
所
， >4证!#/ ' /

为
@

解
所

#0
所
，

由正弦定理得
为证A=为点，证A=为）
证A= 点证A= ）

#为9为，［为

9［
#

为9
［

， ［
9
， 其 中

［
9

# 证A= ）
证A= 点

#

证A= !>4证点，>4证!证A= 点
证A= 点

# 解
所JC= 点

，0
所
，因为

1!点）为锐角三角形，所以 ）)，
为
，故 !，

点当 ，
为
， 所 以 点当 ，

为
'!， JC= 点当

JC= ，
为
'!， ) #>4证!

证A= !
# 0

解
， 则

解
所JC= 点的

*，
/:
/所， ) ，

解
所JC= 点

，0
所 的 ， 0

所
，
所
0 ) #

令
［
9
#令的

0
所
，
所
0， ) ，则 ，（令）#

为
令
，令为对

勾函数， 在
0
所
，槡为， ) 上单调递减， 在

槡为 ，
所
0， ) 上 单 调 递 增， 则 ， （令））A= #

，（槡为 ）#
为

槡为
，槡为 #为槡为#又 ，

0
所， ) #/*

0
，

0
所

#所8
/所

，，
所
0， ) #:

所
，所

0
#解0
/所

，因为
所8
/所

当



解0
/所

， 所 以
为证A=为点，证A=为）
证A= 点证A= ）

# 为9
［

， ［
9 的

槡为 为 ，
所8
/所[ ) #故选 故#

)*+, 解三角形中最值或范围问
题，通常涉及与边长、周长、面积有关的
范围问题，或与角度有关的范围问题，常
用处理思路：
（/）余弦定理结合基本不等式构造不等
关系求出答案；
（为）采用正弦定理化边为角，再利用三角
函数的范围求出最值或范围，如果三角
形为锐角三角形或有其他的限制，通常
采用这种方法；
（0）巧妙利用三角换元，实现边化角，进
而转化为正弦或余弦函数求出最值#

+#&"-"突破点 正弦定理边角互化的应
用、余弦定理解三角形、由不等式的性质
比较数（式）的大小
【解析】因为 ［为 #9（ ,，9），,，9当［当*，所
以 ［为当9［，所以 ［当9，+错误#
因为 ［为 #9（ , ，9），所以由余弦定理

得 >4证点#,为，［为'9为

为,［
#,为，,9

为,［
#,，9

为［
#

［为

9
为［

#

［
为9

，所以由正弦定理得 >4证点#证A= ）
为证A= 点

，所

以 证A= ）#为证A= 点>4证点#证A= 为点，又 ）的（*，
，），为点的（*，为，），所以 ）#为点或 ），为点#
，，若 ），为点#，，则 !#点，所以 ,#9，此

时 ［为 #9（ ,，9）#,为 ，9为，所以 ）#，
为
，则

!#点#，
解
，此时 ）#为点，,正确#

由选项 ,可知 ）#为点，所以 点，）#0点的

（*，，），所以 点的 *， ，
0， ) ，故正确#

由正弦定理得
,
9
#证A= !
证A= 点

#证A=（，
'点'））

证A= 点
#

证A=（点，））
证A= 点

# 证A= 点>4证），>4证点证A= ）
证A= 点

#

证A= 点>4证为点，>4证点证A= 为点
证A= 点

# >4证 为点 ，

为证A= 点>4证为点
证A= 点

#为>4证为点'/ ，为>4证为点 #

解>4证为点'/， 因 为 点的 *， ，
0， ) ， 所 以

>4证点的
/
为
，/， ) ，所以 >4证为点的

/
解
，/， ) ，

所以 解>4证为点的（/，解），解>4证为点'/的（*，0），

所以
,
9的（*，0），-正确#故选 ,故-#

!,#解，解槡所"突破点 正、余弦定理的综合
应用，三角恒等变换

【解析】 由
/

JC= 点
， /
JC= ）

#/ 得
>4证点
证A= 点

，

>4证）
证A= ）

#/，



即 证A= 点>4证），>4证点证A= ）#证A= 点证A= ），
即 证A=（点，））#证A= 点证A= ），
由 点，）#，'!以及诱导公式得 证A= !#
证A= 点证A= ），

又 >4证点>4证）#/
所
，

所以证A= !'
/
所

#证A= 点证A= ）'>4证点>4证）#

'>4证（点，））#>4证!，
又 证A= !当*，由同角三角函数的基本关

系得 证A= !#
解
所
，>4证!#

0
所
，

因为 , #解，根据正弦定理有
9

证A= 点
#

［
证A= ）

# ,
证A= !

#解
解
所

#所，

所以 9#所证A= 点，［#所证A= ），
由余弦定理得 /: #,为 #9为 ，［为 '为9［>4证

!# （9，［）为 ' /:
所

9［# （9，［）为 ' /:
所

@为所证A= 点证A= ），

将 证A= 点证A= ）#证A= !#解
所 代入上式得

（9，［） 为 #;*，

解得 9，［# 槡解 所 ，所以1!点）的周长为
解，槡解 所#

!!#槡0"突破点 正弦定理的综合应用、三
角形面积公式及其应用
【解 析 】 在 1!点）中， 根 据 题 意 得，
,证A= 为点，9证A= !#*，
所以 为,证A= 点>4证点，9证A= !#*，
由正弦定理可得 为证A= !证A= 点>4证点，
证A= 点证A= !#*，
又因 为 !， 点的 （ *， ，）， 证A= !（ *，
证A= 点（*，

所以 为>4证点，/#*，即 >4证点#'/
为
，解得

点#为，
0
#

因为 ）8#为!8，）82!点，所以为点）8#
，
0
，又 !，点，），8四点共圆，

根据圆内接四边形对角互补，可知 8#

，'点#，
0
，

设 8）的中点为 M，连接 !M，点M如图所
示，则1!8M，1点）M均为等边三角形，
则 M!#M点#M）#M8，
所以8）的中点M即为四边形!点）8外

接圆的圆心，8M#/
为
8）#为槡0

0
，四边形

!点）8为等腰梯形，



则 1!点M 也 为 等 边 三 角 形， 所 以

2梯形!点）8 #021!8M #0 @ /
为

· !8·

8M证A= 8#0@
/
为
@槡为 0

0
@槡为 0

0
@槡0

为
#槡0#

!##突破点 两角和的正弦公式，正、余弦
定理解三角形

【解】（/）因为槡0 ,证A= ），［>4证!#为［，由

正弦定理可得槡0证A= !证A= ），证A= ）>4证!#
为证A= ），
而 ）为三角形内角，故 证A= ）当*，故

槡0证A= !，>4证!#为，所以 证A= !，，
:， ) #/，

而
，
:

)!，，
:

)
6，
:
，故 !，，

:
#，

为
，即

!#，
0
#

（为）若选图，则 ,#6，9#;，由余弦定理

可得 解8 #:解，［为 '为@;@［@
/
为
，整理得

到 ［为';［，/所#*，故 ［#0 或 ［#所，因为三
角形不唯一，故舍；
若选如，则9#;，1!点）的周长为 为*，故
,，［#/为，由余弦定理得 ,为 #:解，［为'为@

;@［@
/
为
，故 ［#所，,#6，故最长边为 !），

该边上的高为 ［证A= !#所@槡
0
为

#所槡0
为

；

若选$，则 ,#6，证A= ）#所槡0
/解

，由正弦定

理得
6

槡0
为

# ［
所槡0
/解

，故 ［#所，由余弦定理可得

解8#9为 ，为所'为@所@9@
/
为
，解得 9#; 或

9#'0 （舍）， 则最长边 !）上的高

为 ［证A= !#所@槡
0
为

#所槡0
为

#

!$#突破点 正、余弦定理解三角形，三角
形面积公式及其应用，基本不等式求和
的最小值
【解 】 （ / ） 由 证A=为!'证A= !证A= 点#
>4证为点'>4证为）#（/'证A=为点）'（/'证A=为））#
证A=为）'证A=为点，
得 证A=为!，证A=为点'证A=为）#证A= !证A= 点#
由正弦定理得 ,为 ，9为 '［为 #,9，所以

>4证）#,为，9为'［为

为,9
#,9
为,9

#/
为
#因为 ）的

（*，，），所以 ）#，
0
#

在1!点）中，［#槡0 ，,，9#槡: ，由 ［为 #

,为，9为 ',9#（,，9） 为 '0,9，得 （槡0 ）
为
#

（槡: ）
为
'0,9，解得 ,9#/#

所以 2#
/
为
,9证A= ，

0
#/

为
@/@槡

0
为

#槡0
解
，

即1!点）的面积 2 为槡
0
解
#



（ 为 ） 因 为 ）8 为 为点）!的 平 分 线，

为点）!#，
0
，所以为!）8#为点）8#，

:
#

在1!点）中，21!点）#21!）8，21点）8，所以
/
为
,9证A= ，

0
#/

为
,·）8·证A= ，

:
，/

为
9·

）8·证A= ，
:
，由 ）8#槡为

为
，得槡

0
解
,9#槡

为
;
,，

槡为
;
9#槡

为
;
（,，9），所以 ,9#槡

:
:
（,，9）#

因为 ,当*，9当*，所以由基本不等式

槡,9有
,，9
为

，得槡
:
:
（ ,，9）有

,，9
为， )

为

，所

以 ,，9） 槡为 :
0

，当且仅当 ,#9#槡
:
0 时取

等号#所以 ,，9的最小值为 槡为 :
0

#

为H#ewx}o>~�/a`kH

'(
!#&"突破点 两角差的正弦公式，正、余

弦定理解三角形
【解析】由 解2#,为 ，9为 '［为，得 为,9证A= ）#

,为，9为'［为，所以 证A= ）#,为，9为'［为

为,9
#>4证），

所以 JC= ）#/#又 ）的 *， ，
为， ) ，所以

）#，
解
#

由正弦定理得
,
9

#证A= !
证A= 点

#
证A=

0，
解
'点， )

证A= 点
#

槡为
为
>4证点，槡

为
为
证A= 点

证A= 点
#槡为

为
·

/
JC= 点

，槡为
为
，由

*)点)，
为
，

*)!#
0，
解
'点)，

为
，{ 解得

，
解
)点)，

为
（易错：

锐角三角形中角的范围限制），所以JC= 点的

（/，，7），所以
/

JC= 点的
（*，/），所以

,
9的

槡为
为
，槡为， ) #故选 ,#

##""突破点 三角形面积公式及其应用，
基本不等式求积的最大值，正、余弦定理
解三角形
【解析】在1!点）中，（证A= !'证A= 点） （9，
,）#［（证A= 点，证A= ）），由正弦定理得（,'
9）（9，,）#［（9，［），即 ,为 #9为，［为，9［，由余

弦定理得 >4证!#9为，［为',为

为9［
#
'9［
为9［

#'/
为
，

F* )!)，， G 证A= !# /'>4证为槡 !#

/''/
为， )槡

为

#槡0
为
#

F0#,为 #9为，［为，9［）为9［，9［#09［，当且仅
当 9#［#/ 时取等号， 因此 9［有 /，



G1!点）面积 2#
/
为
9［证A= !#槡

0
解
9［有槡

0
解
，

G当 9#［#/ 时，1!点）的面积取得最大

值槡
0
解
#故选 故#

$#""突破点 三角形面积公式及其应用、
基本不等式求积的最大值

【解析 】 由
/

JC= !
， /

JC= ）
# 为
JC= 点可 得，

>4证!
证A= !

， >4证）
证A= ）

# 为>4证点
证A= 点

， 则

>4证!证A= ），证A= !>4证）
证A= !证A= ）

# 证A=（!，））
证A= !证A= ）

#

证A= 点
证A= !证A= ）

# 为>4证点
证A= 点

， 得 证A=为点 #

为证A= !证A= ）>4证点，"
根据正弦定理，得 9为 #为,［>4证点，由 9#为，

得 >4证点#为
,［

，则 证A= 点# /'
解

,为［为槡
， 由余

弦定理得 9为 #为,［>4证点#为,［@
,为，［为'9为

为,［
，

则 ,为 ，［为 #;#由三角形的面积公式，得

21!点） # /
为
,［证A= 点# /

为
,［@ /'

解
,为［为槡

#

/
为

,为［为'槡 解，注意到 ,为，［为 #;）为,［，故 ,［有

解，当且仅当 ,#［#为时取得等号，故 21!点）#
/
为

,为［为'槡 解有
/
为

解为'槡 解 #槡0 ，最大值为

槡0#故选 故#
%#&"突破点 两角和的正切公式、基本不

等式求和的最小值

【解析】因为
,

>4证!
， 9
>4证点

# 0［
>4证）

，由正弦

定理得
证A= !
>4证!

，证A= 点
>4证点

#0证A= ）
>4证）

，所以 JC= !，

JC= 点#0JC= ）#又 ）#，'（!，点），所以

JC= !，JC= 点#'0
JC= !，JC= 点
/'JC= !JC= 点

，所以 / #

0
JC= !JC= 点'/

，即 JC= !JC= 点#解#

则 JC= 点# 解
JC= !

， JC= ）# /
0

（JC= !，

JC= 点）#
/
0

JC= !，
解

JC= !， ) （易错：使用基

本不等式应注意“一正二定三相等”），
显然 JC= !必为正（提示：否则 JC= !和
JC= ）都为负，就有两个钝角），所以JC= !，

JC= ）#
解
0
JC= !，

解
0JC= !）

为
/:
8槡 #;

0
，当

且仅当
解
0
JC= !#

解
0JC= !

，即 JC= !#/，!#

，
解 时取等号#所以 JC= !，JC= ））

;
0
#故

选 ,#
故#&"-"突破点 三角形面积公式及其应

用，二倍角的正弦公式，正、余弦定理解
三角形



【解析】若 ,>4证!#9>4证点，根据正弦定
理，则 证A= !>4证!#证A= 点>4证点，即 证A= 为!#
证A= 为点，因为 !，点的（*，，），所以 为!#为点

或 为!，为点#，，即 !#点或 !，点#，
为
，所以

1!点）为等腰三角形或直角三角形，+
错误；
因为 !#为点，则 证A= !#证A= 为点，证A= !#
为证A= 点>4证点，则根据正弦定理有 , #
为9>4证点， 故 ,正确；

设 点）#"，!）#为"，则
"，为"当0，
为"'")0{ ./)")0，

则 >4证点#8，"为'解"为

为@0@"
#8'0"为

:"
， 证A= 点#

/'>4证为槡 点 # /'
8'0"为

:"， )槡
为

#

/'
8"解'所解"为，;/

0:"为槡
，所以 21!点）#/

为
!点·

点）·证A= 点#0
为
·"· /'

8"解'所解"为，;/
0:"为槡

#

0
为
"·

'"解，/*"为'8
解"为槡

#0
解

'"解，/*"为'槡 8 #

0
解

'（"为'所） 为，槡 /: ，当 "为 '所 #*，即 "#

槡所的（/，0）时，1!点）的面积取得最大

值
0
解
@槡/: #0，故 故正确；

由题意可知，21!点）#21!点8，21点）8，由角平
分 线 性 质 和 三 角 形 面 积 公 式 得
/
为
,［证A=

为，
0

#/
为

,@0@证A= ，
0

， /
为

［@0@

证A= ，
0
，化简得 ,［#0（,，［），即

/
,
，/

［
#

/
0
，因此 , ，［#0 （ , ，［）

/
,
，/

［， ) #

0 为，
［
,
，,

［， )[ ） ）0 为，为
［
,
·

,
［槡， ) #

/为，当且仅当
［
,

#,
［
，即 ,#［#: 时取等

号，即 ,，［的最小值为 /为，则 -正确#故
选 ,故-#

］#
/
为
，/， ) "突破点 解三角形与导数的

综合、正弦定理边角互化的应用

【解析】因为
JC= !
JC= 点

#为，所以 证A= !>4证点#

为证A= 点>4证!，所以 证A= !>4证点，证A= 点>4证!#
0证A= 点>4证!，即 证A=（!，点）#0证A= 点>4证!，
即 证A= ）#0证A= 点>4证!，由正弦定理得 ［#

09>4证!，所以 ［#09@
9为，［为',为

为9［
，化简得

0,为 #09为，［为，

所 以
,
9，［， )

为

#

/
0
（09为，［为）

9为，为9［，［为
#

9为，/
0
［为

9为，为9［，［为
#

9
［， )

为

，/
0

9
［， )

为

，为·
9
［
，/

#



设 令#
9
［
，则 9#令［，由 0,为 #09为，［为 得 ,#

0令为，/
0槡 ［，易知 ,当9#由 ,，9当［得 令，

0令为，/
0槡 当/，解得 令当

/
0
；

由 9，［当, 得 令，/当
0令为，/
0槡 ，解得 令当'

/
0
#

综上，令当
/
0
#设 4（令）#

令为，
/
0

令为，为令，/
，令当

/
0 ， 易

错：忽略换元法中 “新元 令#
9
［
” 的范

围 ) ，

所以4:（令）#
为令（令为，为令，/）'令为，

/
0， ) （为令，为）

（令为，为令，/）为 #

为
0
（0令'/）（令，/）

（令，/） 解 当*， 所 以 4（ 令） 在

/
0
，，7， ) 上 单 调 递 增， 所 以 4（令） 当

4
/
0， ) #

/
8
，/

0
/
8
，为

0
，/

#/
解
#又当 令无限趋近

于正无穷大时，4（令） 无限趋近于 /，所

以 4（令）的
/
解
，/， ) ，所以

,
9，［的 ， /

为
，/ ) #

)# 解槡0 ，
;槡/0

0[ ） "突破点 三角形面积公

式及其应用、余弦定理解三角形
【解析】设 !点#［，!）#9，点）#,，由题意可
得为点!8#为）!8#:*>，且 !8#为，因为

21!点）#21!点8，21!）8，即
/
为

9［证A= /为*>#

/
为
［·!8证A= :*>，

/
为
9·!8证A= :*>，可得

9［#为（9，［），由题意可知 *)9有;，*)［有

;，所以 9#为［
［'为

，由
*)［有;，

*)9#
为［
［'为有

;，{ 解得

;
0 有［有;，所以 9［#

为［为

［'为
#为［为';，;

［'为
#为［，

解，
;

［'为
#为（［'为），

;
［'为

，;#

令 令#［'为的
为
0
，:[ ） ，因为函数 为#为令，

;
令
，; 在

为
0
，为， ) 上单调递减，在（为，:）上

单调递增，所以当 令的
为
0
，:[ ） 时，为#为令，

;
令
，;的 /:，

:解
0[ ） ，则 /:有9［有

:解
0
，由余

弦定理可得 ,为 #9为 ，［为 '为9［>4证/为*>#

9为，［为 ，9［#（9，［） 为 '9［#
/
解

9为［为 '9［#



/
解
（9［'为） 为'/的 解;，

;0为
8[ ） ，故 槡解 0有,有

槡; /0
0

，因此 点）长度的取值范围是

[ 槡解 0 ， 槡
; /0

0 ） #
，*+, 求三角形中有关代数式的

取值范围是一种常见的题型，主要解题
方法有两种：
（/）找到边与边之间的关系，利用基本不
等式来求解；
（为）利用正弦定理，转化为关于某个角的
三角函数，利用函数思想求解#

*#槡
0
0
"

解
8
"突破点 正、余弦定理解三角

形，基本不等式求和的最小值
【解析】 F0,>4证点'槡0 , #9'09>4证!，

0,>4证点，09>4证!#9，槡0 ,，由正弦定理得
0证A= !>4证点，0证A= 点>4证!#证A= 点，槡0证A= !，

G0证A=（!，点）#证A= 点，槡0证A= !，0证A= ）#证A= 点，

槡0证A= !，G0［#9，槡0,，［#
9
0
，槡0

0
,，>4证）#

,为，9为'［为

为,9
#

为
0
,为'为槡0

8
,9，

;
8
9为

为,9
#,
09

'槡0
8

，

解9
8,）

为
/
0
@解

8槡 '槡0
8

#槡0
0
，当且仅当

槡0 ,#为9时，等号成立#

设
证A=为）

证A=为!，证A=为点
#

9为

8
，/

0
,为，为槡0

8
,9

,为，9为 #

/
8
，为槡0

8
·

,
9
，/

0
,
9， )

为

/，
,
9， )

为 #$，则
/
8
，为槡0

8
·

,
9

， /
0

,
9， )

为

# $
,
9， )

为

， $，

$'
/
0， ) ,

9， )
为

'为槡0
8

·
,
9

，$' /
8

#*

， 易错：忽略对 $'
/
0， ) ,

9， )
为

'为槡0
8

·

,
9
，$'

/
8

#* 的二次项系数的讨论 ) ，
当 $#

/
0 时，解得

,
9

#槡0
0
，符合题意；当

$ （
/
0 时， 可 得 ! # 解

为6
'

解 $'
/
0， ) $'

/
8， ) ）*，解得 *有$有

解
8

且 $（
/
0
#

综上，*有$有
解
8
，故 $）CH#

解
8
#

+#突破点 正弦定理边角互化的应用

【解】 （ /） 由正弦定理得
为证A= ）'证A= !

证A= 点
#



>4证!
>4证点

，即 为证A= ）>4证点'证A= !>4证点#证A=

点>4证!，G为证A= ）>4证点#证A=（!，点）#证A= ）#

F）的 *， ，
为， ) ，G证A= ）（*，G>4证点#/

为
#

又 点的 *， ，
为， ) ，G点#，

0
#

（为）由正弦定理得
9

证A= 点
#为G#槡解 0

0
，其中

G为 1!点） 外 接 圆 的 半 径， G , #

为G证A= !#槡
解 0
0

证A= !，［#为G证A= ）#槡
解 0
0

证A= ），

G21!点）#
/
为
,［证A= 点#槡解 0

0
证A= !证A= ）

#槡解 0
0

证A= !证A=
为，
0
'!， )

#槡解 0
0

证A= !， /
为
证A= !，槡

0
为
>4证!)

#槡解 0
0 ， /

为
证A=为!，槡

0
为
证A= !>4证!)

#槡为 0
0

证A= 为!'，
:， ) ，槡0

0
，

在锐角三角形 !点）中，

*)!)，
为
，

*)）)，
为
，

）#为，
0
'!，













解得

!的
，
:
， ，
为， ) ，G为!'，

: 的 ， ，
:
，
所，
: ) ，

G 证A= 为!'，
:， ) 的

/
为
，/， ） ，

槡为 0
0

证A= 为!'，
:， ) ，槡0

0 的 ， 槡为 0
0

，槡0 ） ，则
21!点）的 ， 槡为 0

0
，槡0 ） #

!,#突破点 余弦定理解三角形、基本不等
式求和的最小值、函数不等式恒成立
问题
【解】（/）由题意知 9为 '为［证A= 点，［为 #解，
,#为，则 9为 ',［证A= 点，［为 #,为，即 9为 ，［为 '
,为 #,［证A= 点#又 9为 ，［为 ',为 #为9［>4证!，所
以 ,［证A= 点#为9［>4证!#
由 ［当*，得 ,证A= 点#为9>4证!，由正弦定理
得 证A= !证A= 点#为证A= 点>4证!，由 证A= 点当*，

得 证A= !#为>4证!，即 >4证!#
/
为
证A= !#又

证A=为!，>4证为!#/，所以 证A=为!，
/
解
证A=为!#

/，由 证A= !当*，解得 证A= !#
为槡所
所

#

（为）由（/）知 证A= !#为>4证!，得 JC= !#为，
所以 JC= （点，）） #'JC= !#'为， 即
JC= 点，JC= ）
/'JC= 点JC= ）

#'为#又 点，）为锐角，所以

JC= 点当*，JC= ）当*，得 JC= 点，JC= ）#

为JC= 点JC= ）'为）为 JC= 点JC=槡 ），当且仅



当 JC= 点#JC= ）时，等号成立，解得

JC= 点JC= ））
0，槡所
为

，所以
JC= !

JC= 点JC= ）有

为
0，槡所
为

#0'槡所 ，即
JC= !

JC= 点JC= ）的最大值为

0'槡所#
（0） 令 4（"） #（"，0，为证A= 点>4证点） 为 ，
（"，令证A= 点，令>4证点） 为 # 为"为 ，［ 为 （ 0 ，
为证A= 点>4证点） ，为 （令证A= 点，令>4证点）］ "，
（0，为证A= 点>4证点） 为，（令证A= 点，令>4证点） 为，当

"#'（0，为证A= 点>4证点），（令证A= 点，令>4证点）
为

时，4（"））A=

#4[ '（0，为证A= 点>4证点），（令证A= 点，令>4证点）
为 ）

#[ （0，为证A= 点>4证点）'（令证A= 点，令>4证点）
为 ）

为

，

[ （令证A= 点，令>4证点）'（0，为证A= 点>4证点）
为 ）

为

#为 [ （0，为证A= 点>4证点）'（令证A= 点，令>4证点）
为 ）

为

# /
为

［（ 0 ，为证A= 点>4证点） '（令证A= 点，

令>4证点）］ 为，

由
/
为

［（ 0 ，为证A= 点>4证点） '（令证A= 点，

令>4证点）］ 为 当
/
0为

，得 （ 0 ，为证A= 点>4证点'

令证A= 点'令>4证点） 为 当
/
/:

， 进 而 （ 0 ，

为证A= 点>4证点）'令（证A= 点，>4证点）当
/
解 图或

（0，为证A= 点>4证点） '令（证A= 点，>4证点） )

'/
解 如，

因为 *)点)，
为 .

，
解

)点，，
解

)
0，
解
，所以

证A= 点，>4证点#槡为证A= 点，，
解， ) 的（/，槡为 ］，

由图得 为 ，（证A= 点，>4证点）为 '令（证A= 点，

>4证点） 当
/
解
， 即 令)

6
解（证A= 点，>4证点）

，

（证A= 点，>4证点），

又
6

解（证A= 点，>4证点）
，（证A= 点，>4证点） ）

为
6

解（证A= 点，>4证点）
@（证A= 点，>4证点槡 ） #

槡6 ， 当 且 仅 当
6

解（证A= 点，>4证点）
#

证A= 点，>4证点，即 证A= 点，>4证点#槡6
为 时，等

号成立，所以 令槡)6#
由如得 为 ，（证A= 点，>4证点）为 '令（证A= 点，

>4证点） )' /
解
，即 令当

8
解（证A= 点，>4证点）

，

（证A= 点，>4证点），由对勾函数的性质知



8
解（证A= 点，>4证点）

，（证A= 点，>4证点）)
/0
解
，所

以 令）
/0
解
#

综上，实数 令的取值范围为（'7，槡6 ）!
/0
解
，，7[ ) #"

，89%:;

)*
!#&"创新点 新情境

【解析】在1!=）中，为!=）#/;*>':*>#

/为*>，又 >4证为!）=#/0
/解

，则 证A=为!）=#

0槡0
/解

，设 !=#）由#令（令当*），则 ）=#为，令，在

1!=）中， 由正弦定理得
!=

证A=为!）=
#

!）
证A=为!=）

，解得 !）#6
0
令#在1!=）中，由

余弦定理得 !）为 #!=为 ，）=为 '为!=·

）=·>4证为!=），即
解8
8
令为 #令为，（为，令） 为'为令·

（为，令）· '/
为， ) ，又 令当*，解得 令#0，则

!）#6，所以 21!点）#
/
为
@6@6@槡

0
为

#解8槡0
解

，

故选 ,#
##-"创新点 新情境

【解析】由题意可得 ）8#令），为8!）#（，

为点8!#"，（，则在1!8）中，
!8

证A= 8*>
#

）8
证A= （

， 即 !8 # 令
证A= （

， 在 1!点8 中，

为!点8#，
为
'"，由正弦定理得

!点
证A=为!8点

#

!8
证A=为!点8

，即
!点

证A=（"，（）
# !8

证A= ，
为
'"， )

，所

以 !点#!8证A=（"，（）
>4证"

#令证A=（"，（）
>4证"证A= （

#故

选 -#
$#选"-"创新点 新定义

【 解 析 】 21!点） # /
为

9［证A= 为点!） #

/
为
［为'9为， ) 证A=为点!），则 ［为'9［'为9为 #（9，

［）（［'为9）#*，故 ［#为9，
因此 1!点）为 “倍长三角形”， 故 +
正确；
由 ,#解，［#为9，可得 ,为 #9为 ，［为 '为9［·
>4证为点!）#9为 （ 所'解>4证为点!）） #/:，则

9#
解

所'解>4证为槡 点!）
，

则 21!点） # /
为

9［证A= 为点!） #

/:证A=为点!）
所'解>4证为点!）

#



0为证A= 为点!）
为

>4证为点!）
为

所证A=为 为
点!）
为

，所>4证为 为
点!）
为

'解>4证为 为
点!）
为

，解证A=为 为
点!）
为

#

0为JC= 为点!）
为

8JC=为 为点!）
为

，/
有

0为JC= 为点!）
为

为 8JC=为 为点!）
为槡

#/:
0
，

当且仅当 JC= 为点!）
为

#/
0 时等号成立，故

,错误；

由正 弦 定 理 可 得
!8
证A= ）

# ）8

证A= 为点!）
为

，

!8
证A= 点

# 点8

证A= 为点!）
为

，又 !8#点），故 ）8#

证A= 为点!）
为

证A= ）
,，点8#

证A= 为点!）
为

证A= 点
,，

又 点8，）8#点）#,， 故 证A= 为点!）
为

#

/
/

证A= 点
， /
证A= ）

，又 ［#为9，则 ）当点， 所以

/
证A= 点

当/，
/

证A= ））
/，故 证A= 为点!）

为
)

/
/，/

#

/
为
，又 *)为

点!）
为

)，
为
，因此 *)为

点!）
为

)

，
:
，则 *)为点!）)，

0
，即为点!）是锐角，

故 故正确；
由 21!点） # 21!点8 ， 21!）8， 化 简 得

9［证A=为点!）#9· !8证A= 为点!）
为

，［·

!8证A= 为点!）
为

， 则 !8#
为9［>4证为

点!）
为

9，［
#

解9>4证为
点!）
为

0
#$9，故 >4证为点!）

为
# 0

解 $，

故 证A= 为点!）
为

# /:'8$槡
为

解
，故 >4证为点!）#

为 @ 0$
解， )

为

'/ #8$为';
;

， 又 21!点） #

/
为
9［证A=为点!）#9为证A= 为点!） # /， 故

9为 # /
证A=为点!）

，

则 ,为 #9为 ，［为 '为9［>4证为点!）#所9为 '

解9为>4证 为点!） # 所'解>4证为点!）
证A=为点!）

#

/为 $解'解$为，解
/:$为'8$解槡

，$的
/
0
，
为
0[ ） ，

设 4（"）#
"为'解"，解
/:"'8"为 ，"的

/
8
，
解
8[ ） ，

则 4:（"）#
'为*"为，6为"':解
（/:"'8"为） 为 )*，

则 4（"）在定义域上单调递减，



故 4（"））4
解
8， ) #解8

/*;
，

则 /为 $解'解$为，解
/:$为'8$解槡 ） 槡/解 0

0
，即 ,为 的最小

值为 槡/解 0
0

，故 -正确#故选 +故-#

%#创新点 新情境

【解】 （ /） 4（"） #为证A= ">4证 "，，
:， ) '

为证A=为"#为证A= "，槡0为 >4证"'
/
为

证A= ") '

为证A=为"#槡
0
为

证A= 为"'0证A=为"#槡0
为

证A= 为"'

0
为
（/'>4证为"）#槡0证A= 为"，，

0， ) '0
为
#

由'，
为
，为+，有为"，，

0 有
，
为
，为+，，+的（，

解得 "的 [ '所，
/为

，+，，
，
/为

，+，） ，+的（，又

"的［*，，］，所以 4（"）的单调递增区间为

*， ，
/为[ ） ， [ 6，/为，，） #

由 为"，，
0

#，
为

，+，，+的（，得 "#，
/为

，

+
为 ，，+的（，所以 4（"）图象的对称轴方程

为 "#，
/为

，+
为 ，，+的（#

（为）由（/）知 4（为点!））#槡0证A= ， 为为点!），

，
0 ) '0

为
#'0

为
，则 证A= 为为点!），，

0， ) #

*，由 *)为点!）)，
为
，得

，
0
)为为点!），，

0
)

解，
0
，则 为 为点!）， ，

0
#，， 解得 为点!）

#，
0
#

因为在锐角1!点）中，>4证点#槡0
0
，所以

证A= 点# /'>4证为槡 点# /'槡0
0， )槡

为

#槡:
0
#因

为为点!）#，
0
，为点!），点，）#，，所以 ）#

为，
0

'点，证A= ）#证A=
为，
0
'点， ) #证A=

为，
0

·

>4证点'>4证
为，
0
证A= 点#槡0

为
@槡0

0
，/

为
@槡:

0
#

/
为
，槡:

:
#

由题意可作出下图：

因为 !88
所所

#为
0
!点8则则 ，/

0
!）8则则 ，所以 0!88

所所

#为!点8则则 ，



!）8则则 ，即 为（!88
所所

'!点8则则 ）#!）8则则 '!88
所所

，8）8则则 #为点88则则 ，故

）8#为点8#设为点!8#，，则为）!8#，
0

'

，，在1!点8和1!）8中，由正弦定理得
点8
证A= ，

# !8
证A= 点

# 0!8

槡:
，

）8

证A= ，
0
'，， )

#

!8
证A= ）

#:!8
0，槡:

，

上面两个等式相除可得槡: 证A=
，
0
'，， ) #

（0 ，槡: ） 证A= ，， 得 槡: ， 槡0为 >4证，'

/
为
证A= ，) #（ 0，槡: ）证A= ，，即槡为 >4证，#

（为，槡: ）证A= ，，所以 JC=为点!8#JC= ，#

槡为
为，槡:

#槡0'槡为#

%&

刷小题
!#""命题点 解三角形

【解析】由 ,>4证点'9>4证!#［及正弦定理$$$$$$$$$$$$
得 证A= !>4证点'证A= 点>4证!#证A= ）$$$$$$$$$$$（提示：根
据正弦定理转化成角问题），又因为
证A=（!，点） #证A= ）， 所以 证A= !>4证点'
证A= 点>4证!#证A= !>4证点，证A= 点>4证!，所以
证A= 点>4证!#*#又因为 证A= 点（ *， 所

以 >4证!#*，又 !的（*，，），所以 !#，
为
，

又 ）#，
所
，所以 点#0，

/*
#故选 故#

##
0，
解
"命题点 正弦定理、特殊角的三角

函数值、边角转化
【解 析 】 由 已 知 条 件 及 正 弦 定 理 得
证A= 点证A= !，证A= !>4证点#*，即证A= !（证A= 点，
>4证点）#*#
又因为 !的（*，，），所以 证A= !（*，所以
证A= 点#'>4证点，即JC= 点#'/#又 点的（*，

，），所以 点#0，
解
#

$#选"命题点 利用余弦定理解三角形
【解 析 】 根 据 余 弦 定 理 有 >4证!#

!点为，!）为'点）为

为·!点·!）
#:，解，为槡0'解
为槡: （/，槡0 ）

#槡为
为
，因为

*>)!)/;*>，所以 !#解所>#故选 +#
%#"" 命题点 余弦定理与三角形面积

公式
【解析】如图，取 ）8的中点为 M，!点的中
点为 由，连接 %M，M由，%由，因为 %）#%8，
所以 %M/）8#因为四边形 !点）8为正方
形，）8的中点为 M，!点的中点为 由，所以
M由/）8，!点2）8#又 %M又M由#M，所以
）8/平面 %M由#因为 %由0平面 %M由，所
以 ）8/%由，所以 !点/%由，所以 %点#%!#
在1%!）中，%）#0，为%）!#解所>，!）#



解为，解槡
为 # 槡解 为 ，由余弦定理得，%!为 #

%）为，!）为'为%）·!）·>4证解所>#8，0为'为@

0@ 槡解 为 @槡为
为

#/6，则 %!#%点#槡/6#在

1%点）中，由余弦定理得 >4证为%）点#
%）为，点）为'%点为

为%）·点）
# 8，/:'/6

为@0@解
# /

0
， 则

证A=为%）点# /'>4证为为槡 %）点#槡为 为
0

，

所以 21%点）#
/
为
%）·点）·证A=为%）点#/

为
@

0@解@槡
为 为
0

#槡解 为，故选故#

故#-"命题点 由余弦定理解三角形
【解析】结合余弦定理可得 !）为 #!点为 ，
点）为'为!点·点）·>4证点，即 /8 #解，点）为 '
解点）·>4证/为*>，解得 点）#0 或 点）#'所
（舍），故选 -#

］#选"命题点 余弦定理在解三角形中的
应用

【解析】 F >4证）# 为
0
，!）#解，点）#0，

G!点为 #!）为，点）为'为!）·点）>4证）#/:，8'

为@解@0@
为
0

#8，G!点#0#

G>4证点#!点为，点）为'!）为

为!点·点）
#8，8'/:

为@0@0
#/

8
#

故选 +#

)#为槡为"命题点 三角形面积公式和余弦
定理的应用

【解析】 F21!点）#槡0，点#:*L，G
/
为

,［证A=

点#
/
为
,［@槡

0
为
#槡0，G,［#解#

又F,为，［为 #0,［，G,为，［为 #/为#
在1!点）中，由余弦定理知 9为 #,为 ，［为 '

为,［>4证点#/为'为@解@
/
为

#;，得 9#为槡为#

*#'
/
解
"命题点 立体几何平面展开图及

解三角形问题
【解析】在1!点）中， !点/!）， !）#/，

!点#槡0 ，所以 点）#为#

在1!点8中， !点/!8， !8#槡0 ， !点#

槡0 ，所以 点8#槡:#

在1!）由中， !）#/， !由#!8#槡0 ，
为）!由#0*>，由余弦定理得 ）由为 #!）为，
!由为'为!）·!由·>4证为）!由#/，0'为@

/@槡0@
槡0
为

#/，所以 ）由#/#

在1点）=中，点）#为，=）#）由#/，点=#



点8#槡: ， 由余弦定理得 >4证为=）点#
=）为，点）为'=点为

为=）·点）
#/

，解':
为@/@为

#'/
解
#

+#""命题点 利用正余弦定理解三角形

【解析】F9为 #
8
解
,［，G由正弦定理可得

证A=为点#
8
解
证A= !证A= ）#F点#:*>，G证A= 点#

槡0
为
，G

0
解

#8
解
证A= !证A= ），G证A= !证A= ）#

/
0
#由 余 弦 定 理 可 得 9为 #,为 ，［为 '

为,［>4证点#,为，［为',［，将 9为 #8
解
,［代入整

理得， ,为，［为 #/0
解

,［，G由正弦定理得

证A=为!，证A=为）#/0
解
证A= !证A= ），则 （证A= !，

证A= ）） 为 #证A=为!，证A=为），为证A= !证A= ）#
/0
解
证A= !证A= ），为证A= !证A= ）#为/

解
证A= !证A= ）#

为/
解
@/
0

#6
解
，G证A= !，证A= ）#槡6

为 或'槡6
为

（舍）#故选故#
!,#选"命题点 正弦定理与余弦定理的

应用
【解析】由 ,证A= !'9证A= 点#解［证A= ），结合
正弦定理，得 ,为 '9为 #解［为，所以 9为 ，［为'
,为 #'0［为#由 余 弦 定 理 得 >4证!#
9为，［为',为

为9［
#'/

解
，即

'0［为

为9［
#'/

解
，整理得

9
［
#:，故选 +#

!!#为"命题点 解三角形的综合应用
【解析】解法一：如
图，在 1!点）中，
由 正 弦 定 理 得
!点
证A= ）

# 点）
证A= :*L

，则

证A= ） #

!点证A= :*L
点）

#槡为
为
，又

为点!）#:*L，所以 *)）)/为*L，所以 ）#
解所L#所以 点#/;*L'）'为点!）#/;*L'
解所L':*L#6所L#又 !8平分为点!），所以

为点!8#/
为 为点!）#0*L，所以为!8点#

/;*L'点'为点!8#6所L#点，
故1!点8为等腰三角形，所以 !点#
!8#为#
解法二：设 !8#"，!）#为，在1!点）中，
由余弦定理可得 点）为 #!点为 ，!）为 '
为!点·!）>4证为点!），即 为为 '为为'为#*，解

得 为#/，槡0 （舍负），又 21!点）#21!8点，

21!8），所以
/
为

@为@（/，槡0 ）@
槡0
为

#/
为

@

为"·
/
为
，/

为
@（/，槡0）"·

/
为
，解得 "#为#



解法 三： 在 1!点）中， 由 余 弦 定 理

得 >4证为点!） # !点为，!）为'点）为

为!点·!）
#

解，!）为':
解!）

#/
为
，所以 !）#/，槡0 （舍负）#

在1!点8中，由正弦定理得
点8

证A=为点!8
#

!点
证A=为!8点

， 所 以
证A=为!8点
证A=为点!8

#!点
点8

#在

1!）8中，由正弦定理得
）8

证A=为）!8
#

!）
证A=为!8）

，所以
证A=为!8）
证A=为）!8

#!）
）8

，又!8平$$$
分为点!），所以证A=为点!8#证A=为）!8，又$$$$$$$$$$$$$$
证A=为!8点#证A=为!8）$$$$$$$ （提示：为!8点，
为!8）#，，所以正弦值相等），所以
!点
点8

#!）
）8

，所以
点8
）8

#!点
!）

# 为
/，槡0

， 另解：由

角平分线定理可得
点8
）8

#!点
!）

# 为
/，槡0

) ，
且 点8，）8#槡: ，所以 点8#为槡:

0，槡0
#槡: '

槡为#在 1!点） 中， 由 余 弦 定 理 得$$$$$$$$$$$$
>4证为!点） # !点为，点）为'!）为

为!点·点）
#

$$$$$$$$$$$$$$
解，:'（/，槡0 ）

为

解槡:
#槡:

'槡为
解

，在1!点8中，

$$$$$$$$$$$$$$由 余 弦 定 理 得 >4证为!点8 #
$$$$$$$$$$$$$$
!点为，点8为'!8为

为!点·点8
#为为，（槡:'槡为 ）

为
'!8为

解（槡:'槡为 ）
#

$$$$$$$$$$$$$$
槡:'槡为

解
，解得 !8#为（舍负）

$$$$$$$$$$
， 点拨：本

题多次运用余弦定理和正弦定理，在计
算 !8 时， 不 用 >4证为点!8 #
!点为，!8为'点8为

为!点·!8 建立方程的原因是分子

分母都出现了 !8，这样可以减少计

算量 ) #
!##&"命题点 诱导公式、两角差的正弦

公式以及利用正弦定理解三角形
【解析】如图，过点 ）作 ）8/点点:，垂足
为点 8，过点 8作 8由/!!:，垂足为点
由，连接 ）由，过点 点作 点=/!!:，垂足为
点 =，则由题意可得为点）8#/所>，为!点=#
解所>，=由#点8#点点:'））:#/**，!=#点=#
8由，所以 !!:'））:#点=，/**#易得 ）82
）:点:，8由2点:!:，由）2!:）:，所以为由）8#
为!:）:点:#解所>， 为由8）#为!:点:）:#

:*>#在 在J1）8点中， ）8# /**
JC= /所>

， 在

1）8由中，为）由8#/;*>'解所>':*>#

6所>，由正弦定理，得
8由

证A= 解所>
# ）8
证A= 6所>

，即

8由# /**证A= 解所>
证A= 6所>JC= /所>

# /**证A= 解所>

证A= 6所>@
证A= /所>
>4证/所>

#



/**证A= 解所>

证A= 6所>@
证A= /所>
证A= 6所>

#/**证A= 解所>
证A= /所>

#

又 证A= /所>#证A=（解所>'0*>）#槡
:'槡为
解

，所

以 8由#/**证A= 解所>
证A= /所>

#/**（槡0，/）<为60，

所以 !!:'））:#点=，/** #8由，/**<
060，故选 ,#

!$#槡0'/"命题点 解三角形
【解析】 令 点8#
令（令当*），以 8为
坐标原点，8）所
在直线为 "轴，
过点 8垂直于
点）的直线为 为轴，建立如图所示的平

面直角坐标系，则 ）（为令，*），!（/，槡0 ），

点（'令，*），所以
!）为

!点为 #（为令'/） 为，0
（令，/） 为，0

#解'

$$$$$$$$$$/为

令，/，
0
令，/

）解'为槡0

$$$$$

（提示：变形为基本不等

式的形式求最值），当且仅当 令，/#槡0 ，即

令#槡0'/ 时取等号，所以 点8#槡0'/#

刷大题
!#命题点 利用正弦定理解三角形

【解】 （ /） 由 证A= !，槡0 >4证!#为， 得

为 /
为
证A= !，槡

0
为
>4证!， ) #为，

所以 证A= !，，
0， ) #/#

由 !的（*，，），得 !，，
0 的

，
0
，
解，
0， ) ，所

以 !，，
0

#，
为
，所以 !#，

:
#

（为）由 !，点，）为三角形内角，得 证A= 点（
*，证A= ）（*#

因为槡为9证A= ）#［证A= 为点，

所以 由 正 弦 定 理 得槡为 证A= 点证A= ）#
证A= ）证A= 为点，

所以槡为证A= 点#证A= 为点，即槡为证A= 点#为证A= 点·

>4证点，所以 >4证点#槡为
为
，所以 点#，

解
#

因为 ,#为，!#，
:
，所以由正弦定理，得

9#
,

证A= !
证A= 点#为槡为#

由 !#，
:
，点#，

解
，得 ）#6，

/为
，所以 证A= ）#



证A=
6，
/为

#证A= ，
0
，，
解， ) #槡为

为
@槡0

为
，槡为

为
@

/
为

#槡:
，槡为
解

，

所 以 由 正 弦 定 理， 得 ［#,证A= ）
证A= !

#

为@槡
:，槡为
解

/
为

#槡:，槡为，

所以1!点）的周长为 ,，9，［#为， 槡为 为 ，

槡:，槡为 #为，槡:，槡0 为#
##命题点 利用正弦定理解三角形

【解】（/）在1!点）中，!，点#0），

又 !，点，）#，，所以 ）#，
解
#

又因为 为证A=（!'））#证A= 点，

即 为证A= ，
为
'点， ) #证A= 点，所以证A= 点#为>4证点#

又因为 证A=为点，>4证为点#/，点的 *，
0，
解， ) ，

所以 证A= 点#为槡所
所

，>4证点#槡所
所
，

所以 证A= !#证A= （点，））#证A= 点，，
解， ) #

证A= 点>4证，
解
，>4证点·证A= ，

解
#0槡/*

/*
#

（为）在1!点）中，记内角 !，点，）所对的
边分别为 ,，9，［，

因为!点#［#所，）#，
解
，证A= 点#为槡所

所
，证A= !#

0槡/*
/*

，

所以 由 正 弦 定 理
9

证A= 点
# ［

证A= ）
， 可 得

9
为槡所
所

#所

槡为
为

，解得 9#为槡/*#

所以 !点边上的高为 9证A= !#为 槡/* @

0槡/*
/*

#:#

$#命题点 二倍角公式、余弦定理、三角形
面积公式

【解】（/）F证A= 为）#槡0证A= ），

G为证A= ）>4证）#槡0证A= ）#
又F）的（*，，），G证A= ）（*，

G>4证）#槡0
为
#G）#，

:
#

（为）F21!点）#
/
为
,9证A= ）#: 槡0 ，证A= ）#

/
为
，9#:，G,#解槡0#

由余弦定理知 ［为 #,为，9为'为,9>4证）#/为，

G［#为槡0#G1!点）的周长为 :槡0，:#
%#命题点 利用正弦、余弦定理解三角形，



三角恒等变换

【解】（/）因为 ,?A= $#槡09>4?!，

所以由正弦定理得 ?A= !?A= $#槡0?A= $·
>4?!，
因为 $因（（，，），?A= $）（，

所以 ?A= !#槡0 >4?!，即 JC= !#槡0 ，又
!因（（，，） （易错：根据三角函数值求角
时，不要忽略角的范围），

所以 !#，
0
所

（&）由（/）可知，!#，
0
，又 ,#槡又 ，

由余弦定理得 >4?!#
9&定理&得,&

&9理
#/

&
，

即
9&定理&得又

9理
#/，9&定理&得又#9理"，

又 理得&9#/又，

联立"又，可得
理#0，
9#/，，

所以 理的值为 0所
（0） 由 （ &） 可知，9#/，根据正弦定理

,
?A= !

# 9
?A= $

，得槡
又

槡0
&

# /
?A= $

，

所以 ?A= $#槡&/
/所

以
/
&
（提示：根据 ?A= $

的值和特殊角三角函数值，确定 $的范
围，为确定 &$的三角函数值奠定基础）所

又 /以槡又以0，即9以,以理，所以$因 （， ，
，( ) ，

则 >4?$# /得?A=&
槡 $#(槡又

/所
所

?A= &$#&?A= $>4?$#&@槡
&/
/所

@(槡又
/所

#(槡0
/所

，

>4?&$#/得&?A=&$#/得&@
&/

/所@/所
#//
/所

，

所以 ?A=（!定&$）#?A= !>4?&$定>4?!·

?A= &$#槡0
&
@//
/所

定/
&
@(槡0
/所

#所槡0
又

所

·所命题点 正余弦定理、三角形面积公式
的应用、两角和的正弦公式

【解】 （ /） 已知 ,& 定9& 得理& #槡& ,9，则

有 >4?7#,
&定9&得理&

&,9
#槡&

&
所

又 7因（（，，），所以 7#，
所
所

又 ?A= 7#槡& >4?$， 所 以 >4?$#
?A= 7

槡&
#/

&
所

又 $因（（，，），所以 $#，
0
所

（&）由（/）可得 7#，
所
，$#，

0
，由正弦定

理，不妨令
理

?A= 7
# 9
?A= $

#+（+2（），则

有 理#槡
&
&
+，9#槡

0
&
+所



又 21!$7#0定槡0 ，

所以 21!$7#
/
&
9理?A= !#

/
&
9理?A=（$定7）#

/
&
·槡

&
&
+·槡

0
&
+（?A= $>4?7定>4?$?A= 7）#

槡，
）

+& 槡0
&
@槡&

&
定/

&
@槡&

&( ) # 槡，
）
+&·

槡，定槡&
所

#0定槡0，解得 +#所（负值舍去），

故理#槡
&
&
+#槡& &所

(所命题点 正、余弦定理的应用，三角形面
积公式的应用

【解】 （/）由题意知，&?A= $>4?$#槡0
又

·

9>4?$，

又 !为钝角，G$）
，
&
，G&?A= $#槡0

又
9所

F
,

?A= !
# 9
?A= $

，G9#
,

?A= !
·?A= $，

G&?A= $#槡0
又
·

,
?A= !

·?A= $，

又 ,#又，$因 （， ，
&( ) ，则 ?A= $）（，

G&#槡
0

?A= !
，G?A= !#槡

0
&
，

F!为钝角，G!#
&，
0
所

（&）若选"，F9#又，又 ,#又，!#
&，
0
，此时构

不成三角形，不符合题意所

若 选 又， F >4?$#/0
/所

， G ?A= $#

/得>4?&槡 $#0槡0
/所

所

由正弦定理可得 9#
,?A= $
?A= !

#0，

又 ?A= 7#?A= ［，得（!定$）］#?A=（!定$）
#?A= !>4?$定>4?!?A= $

#槡0
&
@/0
/所

得/
&
@0槡0
/所

#(槡0
/所

，

G21!$7#
/
&

,9?A= 7#/
&

@又@0@
(槡0
/所

#

/(槡0
所

所

若选若，F理?A= !#理·槡
0
&

#(
& 槡

0 ，G理#(所

由余弦定理得 >4?!#>4?
&，
0

#得/
&

#

9&定理&得,&

&9理
，

即得9理#9& 定理& 得,&，G得(9#9& 定&(得所8，
G9&定(9得&所#（，解得 9#0（负值舍去），

G21!$7 #/
&

9理?A= !# /
&

@0@(@槡
0
&

#

/(槡0
所

所



）所命题点 三角形面积公式、解三角形
【解】（/）因为 8为 $7的中点，

所以 21!$7#&21!87#&@
/
&
·!8·87·

?A=·!87#&@
/
&
@/·87·槡

0
&

#槡0 ，解得

87#&，
所以 $8#87#&，$7#所所

因为·!87#，
0
，所以·!8$#&，

0
所

在1!$8中，由余弦定理得 !$& #!8& 定
$8&得&!8·$8·>4?·!8$#/定所定&#又，

所以 !$#槡又所
在 1!$8 中， 由 正 弦 定 理 得

!$
?A=·!8$

#!8
?A= $

，

所以 ?A= $#!8?A=·!8$
!$

#槡&/
/所

，

所以 >4?$# /得?A=&
槡 $#(槡又

/所
，

所以 JC= $#?A= $
>4?$

#槡0
(
所

（&） 因为 8为 $7的中点，所以 $8#
/
&
,所

在 1!$8 与 1!$7中， 由 余 弦 定 理

得 >4?$#理&定$8&得!8&

&理·$8
#,&定理&得9&

&,理
， 即

理&定
/
所
,&得/

,理
#,

&定理&得9&

&,理
，

整理得
/
&
,& #9&定理&得&#，，解得 ,#&槡0所

又 21!78#
/
&
@/@槡0 @?A=·!87#槡0

&
，所

以 ?A=·!87#/，即·!87#，
&
，所以 !8

既是中线也是高线，所以1!$7为等腰

三角形，所以 9#理# /&定（槡0 ）槡
& #&所

*所命题点 利用正弦定理、余弦定理解三
角形
【解】（/）由正弦定理知 &理#0,，联立 理#

,定&，解得
,#所，
理#，，， 则 9#,定/#(所

由余弦定理可知 >4?7#,
&定9&得理&

&,9
#/

）
，

因为 7因（（，，），所以 ?A= 7#0槡又
）

，

则1!$7的面积为
/
&
,9?A= 7#/(槡又

所
所

（&）因为 理#,定&#9定/，所以 理292,，
因此若存在正整数 ,，使得1!$7为钝角三
角形，则角7为钝角，

因此只需满足 >4?7#,&定9&得理&

&,9
以（，即

,&定9&以理&，则 ,&定（,定/） &以（,定&） &，
化简得 ,&得&,得0以（，解得得/以,以0所
因为 , 为正整数，所以 , 可取 /，&所



当 ,#/ 时，1!$7的三边的长度分别为
/，&，0，此时不满足三角形的三边关系，
即该三角形不存在；
当 ,#& 时，1!$7的三边的长度分别为
&，0，所，满足题意所
因此当 ,#& 时，1!$7为钝角三角形所


