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!所."考查点 棱柱的侧面展开图及最短

距离问题
【解析】将正四棱柱 !$78得!/$/7/8/（图
"）的侧面展开，得到展开图（图又），当
!，F，=，，，!/ 五点共线时，!F定F=定=，定
，!/ 取 得 最 小 值， 且 最 小 值 为

（所@所） &定(槡
& #槡&）/所故选 选所

图"

图又
#所."考查点 扇形的弧长与面积及圆锥

的展开图问题
【解析】设该圆锥的母线长为 N，圆锥的底
面半径为 O，圆锥的高为 1所
因为圆锥底面圆的周长等于扇形的弧长，圆
锥的侧面展开图是一个面积为，的半圆，

所以
，N#&，O，
/
&
N@&，O#，，， 解得

O#槡
&
&
，

N#槡& ，
，

则该圆锥的高 1# N&得O槡
& #槡，

&
所

故选 选所

$所-"考查点 正棱台及其有关计算、多面
体与球的内切问题、棱台中截面的有关
计算
【解析】由题意可知1!$7和1!/$/7/

的高分别为 ，&得0槡
& #0槡0 ， /）&得8槡

& #

8槡0所
由几何体结构特征结合题意可知内切球
与上、 下 底 面 切 点 分 别 为 1!$7和
1!/$/7/ 的重心，
如图"所示，作截面得到图又，设内切球
球心为 点，半径为 O，



图"

图又

则 有 218点8: # （槡0 ）
&定O槡

& @

（ 槡0 0 ） &定O槡
& #（槡0定槡0 0 ）O，即 O所得/）O&定

）/#（，解得O#0，所以该正三棱台的高为
，所故选 -所

解所得"考查点 球的表面积
【解析】设球 点的半径为 G，1!$7外接

圆的半径为 O，则 O#
$7

&?A=·$!7
#&所

因为球心 点到平面 !$7的距离为 /，所
以 G& #O& 定/ #(，从而球 点的表面积为
所，G& #&（，所故选 ,所

·所""考查点 圆柱的侧面积的有关计算、
圆锥的侧面积的有关计算
【解析】设圆锥和圆柱的底面半径为 O，
因为圆锥的轴截面是等边三角形，所以
圆锥的母线长 N#&O，

则圆锥和圆柱的高 1# 所O&得O槡
& #槡0O，

所以圆锥的侧面积 2/ # /
&

@&，O@N#

&，O&，圆柱的侧面积 2& #&，O1#&槡0，O
&，

所以圆锥和圆柱的侧面积之比为
2/

2&

#

槡0
0
，故选 故所

(所."考查点 锥体的结构特征、棱锥的侧
面积
【解析】将正三棱锥 2得!$7的侧面沿侧
棱 2$剪开并展开在同一平面内，如图，
连接 $$:，当 F，=分别为 $$:与 2!，27
的交点时， 1$F=的周长最小， 此时

$$:#槡& ，而 2$#2$:#/，2$& 定2$:& #&#
$$:&，则·$2$:#8（>，·!2$#0（>，所以

三棱锥的侧面积为 0 @ /
&

2!@2$?A=

0（>#
0
所
所故选 选所

）所-"考查点 棱台的表面积



【解析】如图，连接 !7所过点 !/ 作 !/Q/
!7，垂足为 Q，则 !Q#槡&所因为侧棱与底

面所成角的余弦值为槡
(
(
，所以

!Q
!/!

#槡(
(
，

所以!/!#槡/（ ，则梯形!/!$$/ 的高 1#

!/!
&得

!$得!/$/

&( )槡
&

#0，故该正四棱台

的表面积是 &&定所&定（&定所）@0
&

@所#(，所故

选 -所

*所（/ &（（定&））槡0 ）>B
&"考查点 棱柱的侧

面积
【解析】依题意，上、下两层均为底面周长
为 /&（ >B，高为 ( >B的正六棱柱，其侧
面积 2/ #&@/&（@(#/ &（（（>B&），当球形
灯球心到各面的距离等于 8 >B时，中层
正六棱柱的高 1#&@8得&@(#）（>B）所由
球心与各侧面的距离为 8 >B，得中层正

六棱柱底面边长为 &@8@槡
0
0

#，槡0 （>B），

因此中层正六棱柱的侧面积 2& #，@

，槡0@）#&））槡0 （>B
&），所以该模型的侧

面积 至 少 为 2 #2/ 定2& #（ / &（（ 定

&））槡0 ）>B
&所

”所""考查点 锥体体积的有关计算
【解析】如图，正四棱锥 2得!$78，$7#&，
设 点为底面正方形 !$78的中心，F为
$7的中点，连接 2点，点F，2F，

由已知可得 所@
/
&
@&@2F#&@&@&，

所以 2F#&所

又 点F#/，所以 2点# 2F&得点F槡
& #槡0 ，

所以正四棱锥的体积 积#
/
0
@&@&@槡0 #

所槡0
0

所故选 故所

!,所""考查点 柱体体积的有关计算、锥
体体积的有关计算
【解析】如图，将题中几何体补全为长方
体 !$78得!/$/7/8/， 则 !/F#!/Q#
/
&
!/$/ #/，



!!/ # !F&得!/F槡
& # &&得/槡

& #槡0 ，
所以该包装盒的容积为 积!$78得!/$/7/8/

得

所积!得!/FQ
#&@&@槡0 得所@

/
0

@ /
&

@/@/@

槡0 # 槡/（ 0
0

，故选 故所

!!所-"考查点 柱体体积的有关计算、弧
长的有关计算

【解析】设 !8) 对应圆的半径为 G，$7) 对
应圆的半径为 O，“曲池”的高为 1所

因为 !8) ，$7) 所对的圆心角相同，设为
，，所以由弧长公式可知，
N
!8)

#，G，N
$7)

#，O，

且 !8) 的长度为 $7) 长度的 0 倍，所以
G#0O所
因为 !$#78#G得O#&，所以 G#0，O#/，

所以 “曲池” 的体积 积# /
所

（，G&1 得

，O&1）#
，
所
@（0&得/&）@0#，，所故选 -所

!#所得"考查点 球的体积、球的表面积、台
体体积的有关计算
【解析】设实心铁球的半径为 G>B，则
所，G& #/ ，（（，，解得 G#&（，则实心铁球

的体积为
所
0 ，G0 #0& （（（

0 ，（>B0）所

设正四棱台的实心铁锭的高为 1 >B，
因为实心铁球的体积和正四棱台的实
心铁锭体积相等，

所 以
/
0

1 ［ （&（槡，）
&
定（所（槡，）

&
定

（&（槡，）
&
@（所（槡，）槡

&
］ #0& （（（

0 ，，解

得 1#
）（
又
所故选 ,所

!$所."考查点 棱锥的体积
【解析】设正六棱锥的底面边长与高分
别为 ,， 1 （ ,2（， 12（），易知六边形
!$78F=为正六边形，设底面 !$78F=
的中心为 点，连接 %点，!点，则 !点#,，
%点/底面 !$78F=，%点为正六棱锥 %得

!$78F=的高，所以 2正六边形!$78F=#
槡0
所

@

,&@，#
0槡0
&

,&所因为正六棱锥 %得!$78F=

的体积为 ）槡0 ，所以 ）槡0 #/
0
@0槡0

&
,&1，

即 ,&1#/，，则 %!# ,&定1槡
& # /，

1
定1槡

& 所

方法一：令 4（1）#
/，
1
定1&，1因（（，定是），



则 4:（1）#&1得
/，
1& ，令 4:（1）#&1得

/，
1& #

（，解得 1#&所当 1因（（，&）时，4:（1）以（，
当 1因（&，定是）时，4:（1）2（，所以 4（1）
在（（，&）上单调递减，在（&，定是）上单
调递增，所以 4（1）BA= #4（&）#/&，则 %!

的最小值为槡/& #槡& 0所故选 选所

方法二：因为
/，
1

定1& # ）
1

定 ）
1

定1& ,

0
0 ）
1
·

）
1
·1槡

& #/&，当且仅当
）
1

#

1&，即 1#& 时取最小值，则 %!的最小

值为槡/& #槡& 0所故选 选所
!解所得"-"突破点 圆台的体积、椭圆的离

心率
【解析】如图，设圆台上底面半径为 O，

则下底面半径为 &O，由题意得 JC= ，
0

#

1
O
#&

O
#槡0 ，则 O#

&槡0
0

，即圆台的上底

面半径 O#
&槡0
0

，故 选错误；

圆台的体积 积#，
1
0
［O&定（&O） &定O·&O］ #

&，
0
@( 所

0
定/，

0
定）

0 ) #(，，
8

，故 ,正确；

因为圆台的母线长 N#&O，·!/!点#，
0
，

所以1!/!点为等边三角形，所以 点!#
点!/，所以该圆台外接球的球心就是下
底面圆心 点，所以该圆台外接球半径

G#&O#
所槡0
0

，所以其外接球的表面积

2#所，G& #所，@
/，
0

#，所
0 ，，故 故正确；

用平面截该圆台，若所截图形为椭圆，
则离心率最大时，截面可以是过点 !/，
F的截面，截面为椭圆，设椭圆的长轴
长为 &,，短轴长为 &9，此时该椭圆中，
&,#!/F#所则,#&，因为圆台中截面半

径 G（ #O定
O
&

#槡0 ，所以椭圆中 9#

（槡0 ）
&
得槡0

0( )槡
&

#&槡，
0

，所以 Z& #/得

9&

,& #/得
）
/&

#/
0
，所以 Z#槡

0
0
，又 （以Z以/，

所以 椭 圆 离 心 率 的 取 值 范 围 为

（，槡
0
0( ] ，故 -正确所

故选 ,故-所
!·所."-"考查点 棱柱、棱锥的体积

【解析】记平行六面体 !$78得!/$/7/8/

的体积为 积，则 积#，所对于 选，由平行六



面体的性质，得 !/$2平面 8/877/，故
点 %到平面 8/877/ 的距离等于点 $
到平面 8/877/ 的距离，则 积%得7/78

#

积$得7/78
#/

0
@/

&
积#/，故 选正确；对于

,，因为 积%得$/8/8
#/

&
积%得$/8/8$

，底面面积

固定，点 %在线段 !/$上位置不同，高
不同，所以体积不为定值，故 ,错误；对
于 故， 易 知 !/$278/， !/$B 平 面
8/$/7，8/70平面 8/$/7，故 !/$2平
面 8/$/7，点 %到平面 8/$/7的距离等
于点 $到 平 面 8/$/7的 距 离， 故

积%得8/$/7
#积$得8/$/7

#积8/得$7$/
#/

0
@ /

&
积#

/，故 故正确；对于 -，因为 !/$278/，
!/$B平面 8/!7，8/70平面 8/!7，所
以 !/$2平面 8/!7，点 %到平面 8/!7
的距离等于点 $到平面 8/!7的距离，

故 积%得8/!7
#积$得8/!7

#积8/得$7!
#/

0
@/

&
积#

/，故 -正确所故选 选故-所
!(所""突破点 锥体体积的有关计算

【解析】如图，取 !$/ 与 !/$的交点为
F，连接!7交$8于点，，则!，#，7，连
接 !/，，交 !7/ 于点 =，
则三棱锥 F得$=7/ 即为四面体 !$$/7/

与四面体 !/7/$8的公共部分所

21!$7/
# /

&
@!$@$7/ # /

&
@0 @

/定槡 /， #0槡/又
&

所

连接 $=，F=，F7/（图略），

因为
!=
=7/

# !，
!/7/

# /
&
， 所 以 21!$= #

/
0
21!$7/

，所以 21$=7/
#&

0
21!$7/

#&
0

@

0槡/又
&

#槡/又所

过 $/ 作 $/'/$7/ 于点 '，
因为 !$/平面 $77/$/，$/'0平面
$77/$/，所以 !$/$/'所
因为 !$，$7/0平面 !$7/，!$'$7/ #
$，所以 $/'/平面 !$7/所
所以 $/'为 $/ 到平面 !$7/ 的距离，

其值为
/@所

/定所槡
&
# 所

槡/又
#所槡/又

/又
，

点 F为 !$/ 的中点，所以点 F到平面



!$7/ 的距离为
/
&
@ 槡所 /又

/又
# 槡& /又

/又
所

所以 积F得$=7/
#/

0
@槡/又@

槡& /又
/又

#&
0
所

故选 故所
!）所(（，" 考查点 球、圆锥体积的有关

计算
【解析】由题可得，G& #&/定（G得0） &，解
得 G#(，

则积球缺 #，@0&@所#0，，，积圆锥 #/
0 ，@&/@

&#/所，，所以积球分 #积球缺定积圆锥 #(（，所

!*所，所定0&槡&"考查点 棱柱表面积的有关
计算
【解析】如图所示，该几何体可视为两个
直三棱柱 $7F得!8，挖去一个四棱锥
=得!$78，
且四棱锥 =得!$78为正四棱锥，其斜高

长为 F7#所所由题意可知 $7#所槡& ，故

78#所槡& ，

故两个直三棱柱的表面积之和为 &@

&@
/
&
@所@所定（）定所槡& ）@所槡&[ ] #，所槡&定

8，，两者有公共侧面 !$78，其面积为

所槡&@所槡& #0&，而四棱锥 =得!$78的侧

面积为 所@
/
&
@所@所槡& #0&槡& ，

故该几何体的表面积为 8，定，所槡& 得0&得

0&槡& #，所定0&槡&所

为./0 在计算组合体的表面积
时，将组合体分成几个常规几何体再去
计算表面积是一种常规方法所但是一定
要注意，单独计算常规几何体表面积时，
两个几何体重叠部分的面积会被重复计
算，所以组合体的表面积等于常规几何
体的表面积的和减去重叠部分的面积所

积#"#��c^�^�>��-.

!"
!所-"考查点 线面位置关系的判断

【解析】-2( 不能推出 ，2#，如图"；，2
# 也不能推出 -2(，如图又所所以“-2(”
是“，2#”的既不充分也不必要条件所故
选 -所

图" 图又
#所."考查点 平面的基本性质及辨析



【解析】由题设 %*N，故存在唯一平面 #，
使得 %因#，N0#所设 ，'##9，因为 N2平
面 ，，90#，所以 N29，而 90，，故存在一
条直线 9与 N平行，若还有另一条直
线理2N，则92理，而%因理，%因9，矛盾，故有
且只有 / 条过点 %且平行于直线 N的直
线，且在平面 ，内，故选 选所

$所-"考查点 线面、线线位置关系的判断
【解析】，'##,，90，，则 ,，9可能平行
也可能相交，故 选不正确；
，'##,，,29，则可能 92，且 92#，也可
能 9在平面 ，或平面 # 内，故 ,不正确；
,2#，92#，则 ,，9可能平行、相交或异
面，故 故不正确；
选项 -为面面平行的性质定理的符号语
言，故 -正确所
故选 -所

解所""考查点 面面位置关系的判断
【解析】若 N2，，-2，，且 N，-0#，则 ，2#
或 ，与 # 相交，故 选错误；在正方体
!$78得!/$/7/8/ 中， 取 !/!为 N， !8
为 -，平面 !$78为 ，，平面 $77/$/ 为
#，符合题意，但 ，/#，故 ,错误；

因为 N/，，-/#，所以直线 N的方向向量
是平面 ，的法向量，直线 -的方向向量
是平面 # 的法向量，又 N/-，所以两直线
的方向向量垂直，即两平面的法向量垂
直，所以 ，/ #，故 故正确；在正方体
!$78得!/$/7/8/ 中， 取 !/!为 N， !8
为 -，平面 $77/$/ 为 ，，平面 !/8/7$为
#，此时符合题设，但 ，与 # 不垂直，故 -
错误所故选 故所

·所.得""考查点 线线位置关系的判断
【解析】还原正方体，画出正方体 =F）'得
!$78的直观图，如图所示，由图可知，
!'与 8=是相交直线，故 -错误；设正
方体的棱长为 ,，则 7F#'F#槡& ,，故 故
正确；由正方体的性质可得 !$与 '）平
行且相等，所以四边形 !$）'是平行四
边形，可得!'2$），故选正确；连接7'，
由正方体的性质可得 $7与 '=平行且
相等，所以四边形 $7'=是平行四边形，
可得 7'2$=，在正方形 78'）中，7'/
8），所以$=/8），故,正确所故选选,故所

(所-"考查点 线面位置关系的判断
【解析】由直线与平面垂直的定义可知



“-与 # 内所有的直线都垂直”是“-/
#”的充要条件，选项选错误；根据面面垂
直的性质定理，缺少条件 -0，，如图"，
在长方体 !$78得!/$/7/8/ 中，设平面
!/$/7/8/ 为平面，，平面!/!88/ 为平面
#，直线 !!/ 为 -，则 ，'##!/8/ #N，满足
，/#，，'##N，-/N，但 -0#，不与平面
# 垂直，故不能推出 -/#，故条件“，/
#，，'##N，-/N”不是“-/#”的充分不
必要条件，选项 ,错误；

图"
如图又，在长方体 !$78得!/$/7/8/ 中，

设平面 !/$/7/8/ 为平面 #， 直线 $7

为 -，则直线 -与平面 # 内无数条与
$/7/ 垂直的直线都垂直，但 -2#，故

由 -与 # 内无数条直线垂直不能推
出 -/#，所以不是 -/# 的充分不必要
条件，选项 故错误；

图又

由 N/，，N/#，得 ，2#，因为 -/，，所
以 -/#所反之，由 -/# 推不出 N/，，N/

#，-/，，所以 “N/，，N/ #，-/，” 是
“-/#”的一个充分不必要条件，选项 -

正确所

故选 -所

）所得"突破点 点共面问题

【解析】如图，取 8/7/ 的中点 ），8/!/ 的

中点 '，连接 '），）=，'F，$F，$=，则五
边形 $F'）=为过点 $，F，=的截面，取
7=的中点 的，线段 88/ 靠近 8/ 的三等

分点T，连接8/的，7T，FT，则）=28/的，又
7的28/T且 7的#8/T，所以四边形 7的8/T

为平行四边形，所以 7T28/的，则 ）=2
7T，又 FT2$7且 FT#$7，所以四边形
FT7$为平行四边形，所以 F$27T，则
）=2$F，所以 ），=，$，F四点共面所分别

取线段 $$/，!!/ 靠近 $，!的三等分点
，，Q，连接 7/，，，Q，8/Q，同理可证 $=2
7/，，8/Q27/，，8/Q2F'，所以 $=2F'，

所以 $，=，'，F四点共面，所以 ），=，$，

F，'五点共面所又 ）=#'F# &&定0槡
& #

槡/0 ，$F#$=# 所&定，槡
& #&槡/0 ，'）#

0&定0槡
& #0槡& ，所以所求截面的周长为



槡， /0定槡0 &所故选 ,所

*所""考查点 线面、面面位置关系的判断
【解析】"若 -/，，-0#，则由面面垂直
的判定定理得 ，/#，故"正确；

又若 -/(，-/，，则 (2，或 (0，，故又
错误；

若若 -2，，，/#，则 -与 # 可能相交、平
行或 -0#，故若错误；

%若 ，'##-，(2-，且 (B，，(B#，则由
线面平行的判定定理得 (2，，(2#，故%
正确所故选 故所

故选/0 对于命题又，易错之处在
于忽视 (0，的情况，对于命题若，易错
之处在于 -与 # 可能相交、 平行或
-0#所"

平$行或��^����>��/EF

!"
!所."考查点 线面平行的判定定理、线面

平行的性质、充要条件的证明
【解析】因为 782F=，78B平面 $F=，
F=0平面 $F=，所以 782平面 $F=所
由 782平面 $F=，780平面 %78，平面
%78'平面 $F=#F=，得 782F=所
故“782F=”是“782平面 $F=”的充要
条件所故选 选所

#所-"考查点 线面平行、线线平行的判定
【解析】因为点 $因平面 !/$7/ '平面
!$78，所以 $因N所又因为直线 !/7/2平
面!$78，!/7/0平面!/$7/，所以!/7/2
N，所以 N是过点 $且平行于 !/7/ 的直
线所对于 选，因为 !/7/2N，!/7/2!7，所以
N2!7，故 N278不成立，故 选错误；对于
,，因为 N2!7，而 !7'!/7#7，故 N2!/7
不成立，故 ,错误；对于 故，因为 N2!7，
!7'平面 !/$/78#7，所以 N2平面
!/$/78不成立，故 故错误；对于 -，因为
N2!7，又 !70平面 !78/，NB平面 !78/，
所以 N2平面 !78/，故 -正确所故选 -所

$所得"考查点 依据线面平行的性质定理
推导线段的比例关系
【解析】如图所示，在平面 !$$/!/ 内，作



'=2!!/，与 8F交于点 =，连接 7=，则
'=277/，所以 '=，77/ 共面，因为 '）2
平面 78F，平面 '）7='平面 78F#7=，
'）0平面 '）7=，由线面平行的性质知
'）27=，所以四边形 '=7）是平行四边
形，所以 '=#7）所又 '是 !/$/ 的中点，
所以 '=是梯形 !/$/8F的中位线，设

!!/ #，，则 '=#
!/F定$/8

&
#0定&

&
#(

&
，即

7）#(
&
，所以 7/）#，得

(
&

# 又
&
，所以

7/）
7）

#又
(
所故选 ,所

解所""考查点 台体体积的有关计算、线面
平行的性质
【解析】记圆台下底面圆心为 点:，连接
点:'，记'点:'!$#7，连接点），点点:，点7，
显然 点）2点:'所
因为平面 点点:'）'平面 点!$#点7，'）2
平面 点!$， '）0 平面 点点:'）， 所 以
'）2点7，
则四边形 点7'）为平行四边形，点7#

'）#&O，7'#点）#O#
/
&
G#点:7所

在1点点:7中，点点:/点:7，·7点点:#0（>，
在圆 点:中，当且仅当 !$/点:'时，!$取

最小值 ，，由 0# G&得 /
&
G( )槡

&

，解得 G#

&槡0 ，因此 O#槡0 ，圆台的高 1 #点点:#
G>4?0（>#0，所以该圆台的体积 积#
/
0 ，（O&定OG定G&）1#

/
0 ，（0定，定/&）@0#

&/，所故选 故所

·所考查点 线面平行的性质、截面问题、几
何体的体积
【解】（/）如图，连接 7L，与 $7/ 交于点
Q，连接 Q'所因为 !L2平面 7/$'，平面
!L7'平面 7/$'#Q'，!L0平面 !L7，
所以 !L2Q'所因为 L$27/7，所以在
1$LQ和1Q77/ 中，由平行线分线段成

比例定理，可得
LQ
Q7

#L$
7/7

#/
&
所因为 !L2

Q'，所以
!'
'7

#LQ
Q7

#/
&
所

（&）如图，在 $7上取一点 2，使 $2 #
/
0
$7，连接 '2， $/2， 因为 '22!$2



!/$/，所以四边形'2$/!/ 即为过!/，$/，
'三点的截面所设三棱柱 !$7得!/$/7/

的底面积为 2（，高为 1，体积为 积，则 积#

2（1所因为 '22!$，且 $2 #/
0

$7，所以

1'27易1!$7，相似比为
&
0
，根据相似

三角形面积比等于相似比的平方，可得

1'27的面积为
所
8

2（所对 于 三 棱 台

!/$/7/得'27，根据体积公式 积& #
/
0
1@

2（定
所
8
2（定 2（@

所
8
2槡 （( ) # /

0
1 ( 2（ 定

所
8
2（定

&
0
2（ ) #/8

&又
2（1所因为 积/ #积得积&，

积#2（1， 积& #/8
&又

2（1， 所 以 积/ #2（1 得

/8
&又

2（1#
）
&又

2（1，则
积/

积&

#

）
&又

2（1

/8
&又

2（1
#）
/8

所

(所得"考查点 面面平行的性质
【解析】如图，延长 !F交 78于点 Q，连

接 =Q，则18FQ易1$F!，因为
8F
8$

#/
0
，

所以
8Q
!$

#8F
F$

#/
&
，因为平面 !F=2平面

$8/，，平面 !F='平面 788/7/ #=Q，

平面 $8/，'平面 788/7/ #8/，，所以
=Q28/，所又四边形 788/7/ 为平行四边

形，所以18=Q易17/，8/，所以
8=
7/，

#

8Q
7/8/

，因为
8Q
7/8/

#8Q
!$

#/
&
，所以

8=
7/，

#

/
&
，因为

8=
88/

#/
0
，所以

8=
=8/

#/
&
，所以

=8/ #7/，，8=#7，，所以
7，
77/

# /
0
所故

选 ,所
）所得-"考查点 线面平行、面面平行的判

定与性质
【解析】如图"，过点 F作 F，2%8，交 !8
于点 ，，连接 ，=，因为 F，B平面 %78，
%80平面 %78，所以 F，2平面 %78所



易知1!F，易1!%8，所以
!，
，8

#!F
F%

#$=
=7

所

若 !$278，则 ，=278，又 ，=B平面
%78，780平面 %78，所以 ，=2平面
%78，由 F，'，=#，，F，，，=0 平面
F，=，得平面 F，=2平面 %78，又 F=0平
面 F，=，所以 F=2平面 %78，故 ,正确所

图"
"

图又
若 782平面 %!$，因为平面 !$78'平
面 %!$#!$，780平面 !$78，所以 782
!$，由 ,分析可知 -正确所
假设 F=2平面 %78，连接 %=所设平面
F=%'78#Q，则 F=2%Q，
若 $72平面 %!8，因为平面 !$78'平
面 %!8#!8， $70 平面 !$78， 所以
$72!8，
反之若 $72!8，当且仅当 $72平面 %!8
时，选，故同时正确或错误；
若 $72!8，可能 !$278，也可能 !$与
78相交，

若 !$与 78相交，由
!，
，8

#$=
=7知延长 =，

必与 !$，78交于同一点 点，如图又，
由几何关系知 F=与 %Q不平行，故 选，故
错误所
故选 ,-所

*所得"-"突破点 面面平行的性质定理、
多面体与球内切外接问题、球的表面积
的计算
【解析】如图"，取 !!/ 的中点 '，取线段
88/ 上靠近 8/ 的三等分点 ），连接
$/'，'），）7/，

图"
易知四边形 ）'$/7/ 为平行四边形，四
边形 ）'!/8/ 为平行四边形，
所以 '）2!/8/，'）2$/7/，则 $/7/2
!/8/，所以 !/，$/，7/，8/ 四点共面，故 选
错误；
由对称性知，此几何体的体积是底面边
长为 & 的正方形，高为 所 的长方体体积

的一半，所以 积#&@&@所@
/
&

#），故 ,

正确；
过 !/，7/，$，8四点构造正方体 !$78得



!/$&7/8&（如图又），
所以外接球的直径为正方体 !$78得
!/$&7/8& 的体对角线，设外接球的半径

为 G，所以 &G# 槡& 0 ，则 G#槡0 ，所以过
!/，7/，$，8四点的外接球的表面积为
所，G& #/&，，故 故正确；

图又
"

图若
如图若，由题意知，平面 !88/!/2平面
$77/$/，平面 !88/!/ ' 平面 $F8/ #
8/=，平面 $77/$/'平面 $F8/ #$F，
所以 8/=2$F，同理可得 $=28/F，
所以四边形 $F8/=为平行四边形，则周
长 7#&（$F定F8/），
将梯形 $77/$/ 与梯形 788/7/ 置于同
一平面内，当 $，F，8/ 三点共线时，$F定
F8/ 的长度最小，最小值为 (，所以周长
的最小值为 /（，故 -正确所
故选 ,故-所

”所0定&槡又"突破点 线面平行、面面平行的
判定
【解析】如图，补全正四面体，连接 7L，取
），'分别为大正四面体棱的中点，连接
8），）'，8'，由于 7，8，!，$均为大四面
体的棱的三等分点，故 8）27L，）'2
!$所又 7L0平面 !$7，!$0平面 !$7，
8）B平面 !$7，）'B平面 !$7，故 8）2
平面 !$7， ）'2平面 !$7，且 8）'）'#
），8），）'0平面 8）'，故平面 8）'2平
面!$7，由于%82平面!$7，因此%因平面
8）'，故%点的轨迹为线段 8），）'，8'，

由于 8）#8'# &&定0&得&@&@0@>4?，
0槡 #

槡又 ，'）#0，所以 %点的轨迹长度为 8）定

）'定8'#0定&槡又所

!,所考查点 锥体体积的有关计算、面面平
行的判定与性质
（/）【证明】如图，连接 'F，7F，!7所
因为 '，F分别为 %!，%8的中点，所以

'F2!8，'F#/
&
!8所

因为 $72!8，$7#/
&

!8，所以 'F2

$7，'F#$7，
所以四边形 $7F'是平行四边形，所以



7F2$'所
因为 7FB平面 $'），$'0平面 $'），
所以 7F2平面 $'），
又因为 '，）分别为 %!，%7的中点，所
以 '）2!7，
因为 !7B平面 $'），'）0平面 $'），
所以 !72平面 $'），
因为 7F'!7#7，7F，!70平面 !7F，
所以平面 !7F2平面 $'），
因为 !F0 平面 !7F， 所以 !F2平
面 $'）所

（&）【解】如图，连接 $8，设 !7'$8#
点，因为 $72!8，所以1!点8易17点$，

则
$点
点8

#$7
!8

#/
&
，

所以 $点#/
0
$8，所以 积8得$'）#0积点得$'）所

由（/）知，!72平面 $'），所以 积点得$'）#
积!得$）'#积）得!$'，
因为 ）为 %7的中点，所以 积）得!$' #
/
&
积7得!$'，则 积8得$'）#0积点得$'）#

0
&
积7得!$'，

因为 %!/ 平 面 !$78， $70 平 面
!$78，所以 %!/$7，
因为 $72!8，!$/!8，所以 $7/!$，
因为 !$'%!#!，!$，%!0平面 %!$，所
以 $7/平面 %!$，
即 $7为三棱锥 7得!$'的高所

所以 积7得!$'#
/
0
21!$'·$7#/

0
@&@

/
&
@

&@/ # &
0
，故 积8得$'!#0

&
积7得!$' #0

&
@

&
0

#/所

#$
!所-"考查点 面面平行的判定和性质的

应用
【解析】若 ,0，，90#，，'##N，当 ,2N，
92N时，则 ,29，所以 ,，9不一定是异面
直线，故 选错误；若 ,0，，90，，,2#，92
#，当 ，'##N时，,292N也满足题意，不
一定有 ，2#，故 ,错误；若 ,0，，90#，
，2#，则 ,29或 ,，9为异面直线，故 故错
误；若 ,/，，9/#，，2#，则根据线面垂直
的性质可得 ,/ #，,29，故 -正确所故
选 -所

#所""考查点 线面平行、面面平行的判定
定理和性质定理的应用
【解析】如图，过点 $作 $'28F交 78
于点 '，连接 '，，则四边形 $F8'是平

行四边形，8'#&槡& ，7'#槡& ，由 $'2
8F，8F0平面 =8F，$'B平面 =8F，可
得 $'2平面 =8F所又 $，2平面 =8F，



$''$，#$，$'，$，0平面 $，'，所以
平面 =8F2平面 $'，所又平面 =8F'平
面 =87#=8，平面 $'，'平面 =87#

'，，所以 '，2=8，因此
7，
7=

#7'
78

#/
0
所故

选 故所

%&'( 延长 7$交 8F的延长线
于点 Q，连接 =Q（图略），则 !827Q，因

此
!8
$Q

#!F
F$

#/
&
，即

7$
7Q

#!8
7Q

#/
0
，因为

$，2平面 =8F，$，0平面 7=Q，平面
7=Q'平面 =8F#=Q，所以 $，2=Q，因

此
7，
7=

#7$
7Q

#/
0
所

$所."-"突破点 线面平行的判断、周长
和体积的相关运算
【解析】如图"，连接 !L，7/$，!7/，当 L

为 7/8/ 的中点时，L7/ #
/
&
8/7/，因为

78#7/8/ #&，7827/8/，!$278，!$#/，
所以 !$#L7/ #/，!$2L7/，所以四边形
!$7/L为平行四边形，所以 !7/ 与 $L
互相平分，设 !7/ 与 $L交于点 '，连接
%'，!7，因为 %是棱 77/ 的中点，所以
%'2!7，因为 !7B平面 $%L，%'0平面
$%L，所以 !72平面 $%L，故 选正确；

图" 图又
连接 $/8/，$8，8L，易知 $/8/2$8，又
8*平面 $%L，$8与平面 $%L只能相
交，所以 $/8/ 与平面 $%L只能相交，故
,错 误； 连 接 !8/ （ 图 略 ）， $% #

&&定 /
&( )槡

&

#槡/又
&

，把四边形 !$7/8/

沿 7/8/ 展开与 788/7/ 在同一平面，如
图又，
则当 $&，%，L三点共线时，$&L定%L有最
小值，在直角梯形 !$78中，!$278，
!8/87，$7#78#&，!$#/，则 !8#

&&得/槡
& #槡0 ，所以 !8/ # !8&定88&

槡 / #

0定槡 / #&，所以 $&%# /&定 (
&( )槡

&

#

槡&8
&

，所 以 1$%L周 长 的 最 小 值 为

槡/又定槡&8
&

，故 故正确；



积!得$%L#积L得!$%，因为 7827/8/，!$278，
所以 !$27/8/，因为 8/7/ B平面 !$%，
!$0平面 !$%，所以 7/8/2平面 !$%，故
L到平面 !$%的距离为定值，因为 21!$%

也为定值，所以 积!得$%L 为定值，故 -正
确所故选 选故-所

解所.得"" 突破点 判断长方体的截面形
状、由面面平行证明线线平行、求异面直
线所成的角
【解析】连接 78/，!7，如图"所示，
因为 !/8/2$7且 !/8/ #$7，所以四边形
!/$78/ 为平行四边形，所以 78/2!/$，
所以 !8/ 与 !/$所成的角为·!8/7或
其 补 角所 在 1!78/ 中， !8/ #

!8&定88&
槡 / # &&定所槡

& #&槡( ，同理可得

!7#&槡& ，78/ #&槡( ，由余弦定理可

得 >4?·!8/7 #
!8&

/定78
&
/得!7

&

&!8/·78/

#

&（定&（得）
&@&槡(@&槡(

#所
(
，

所以异面直线 !8/ 与 !/$所成角的余弦

值为
所
(
，故 选正确；

图"
"

图又
连接 $7/，!8/，8/L，如图又所
当 7L#& 时，L为 77/ 的中点，
因为 =，L分别为 $7，77/ 的中点，所以

=L2$7/，且 =L#/
&
$7/所

因为 !$27/8/ 且 !$#7/8/，所以四边形
!$7/8/ 为平行四边形，
所以!8/2$7/，且!8/ #$7/，所以=L2!8/

且=L#/
&
!8/，所以!，=，L，8/ 四点共面，

所以当 7L#& 时，过点 !，=，L的截面是
梯形，故 ,正确所
当 7L#0 时，设平面 !=L交直线 !/8/

于点 ，，连接 !，，如图若，
因为平面 !!/8/82平面 $$/7/7，平面
!=L'平面 $$/7/7#=L，
平面 !=L'平面 !!/8/8#!，，所以 =L2
!，所因为 !!/27L，由等角定理结合图形
可知，·!/!，#·7L=，

所以 JC=·!/!，#JC=·7L=，即
!/，
!!/

#7=
7L

，

可得 !/，#
!!/·7=

7L
#所

@/
0

#所
0
所

设平面 !=L交直线 7/8/ 于点 Q，连接
，Q，QL，
因为平面 !$782平面 !/$/7/8/，平面



!=L'平面 !$78#!=，
平面 !=L'平面 !/$/7/8/ #，Q，所以
!=2，Q所因为 8/Q2!$，由等角定理结合
图形可得·$!=#·8/Q，，

所以 JC=·$!=#JC=·8/Q，，则
8/，
8/Q

#

$=
!$

#/
&
，且 8/，#!/8/ 得!/，#&得

所
0

#

&
0
，所以 8/Q#&8/，#所

0
，

故当 7L#0 时，过点 !，=，L的截面是五
边形，故 故正确所

图若
""

图%
当 7L#所 时，点 L与点 7/ 重合，设平面
!=7/ 交棱 !/8/ 于点 F，连接 !F，7/F，
!7/，如图%，
因为平面 !$782平面 !/$/7/8/，平面
!=7/'平面 !$78#!=，平面 !=7/'平
面 !/$/7/8/ #7/F，所以 !=27/F，因为
!$27/8/，由等角定理结合图形可知，
·$!=#·8/7/F，

即 JC=·$!=#JC=·8/7/F，所以
$=
!$

#

8/F
7/8/

，所以 8/F#$=#/，则点 F为 !/8/

的中点，

由勾股定理可得 7/F# 7/8
&
/定8/F槡

& #

&&定/槡
& #槡( ，

同理可得 !F#7/=#槡/又 ，!=#槡( ，则四
边形 !F7/=为平行四边形，

因为 !7/ # !$&定!8&定!!槡
&
/ # 槡& ， ，所以

!F&定7/F
&）!7&

/，
所以·!F7/ 不是直角，故四边形 !F7/=
不是矩形，
因此，当 7L#所 时，过点 !，=，L的截面
不是矩形，故 -错误所
故选 选,故所

·所突破点 面面平行的判定定理
【解】（/）连接 F8（图略），因为 =是 $%
的中点，Q是 %7的中点，所以 =Q2$7，
又 $72!8，所以 =Q2!8，
又 =QB平面 !F%8，!80平面 !F%8，所
以 =Q2平面 !F%8，
同理 =，2平面 !F%8，又 =Q'=，#=，
=Q0平面 =，Q，=，0平面 =，Q，
所以平面 =，Q2平面 !8%F所
因为 78/!8，78/%8，!8'%8#8，
!80平面 %8!F，%80平面 %8!F，



所以 78/平面 %8!F，则·7F8就是 7F
与平面 !8%F所成的角，
又平面 =，Q2平面 !8%F，所以·7F8就
是直线 7F与平面 =，Q所成的角所
因为在直角梯形 !8%F中，!8#%8#

&F!#&，所以 8F# !8&定!F槡
& #槡( ，

在 MJ178F 中， 7F# 8F&定78槡
& #

(定槡 所 #0，78#&，

所以 ?A=·7F8#78
7F

#&
0
，

即直线 7F与平面 =，Q所成角的正弦值

为
&
0
所

（&）延长 %F交 8!的延长线于点 L，连
接 $L，延长 =，与 $L交于点 G，
因为 =，，分别为 $%，$F的中点，所以
=，2%F，所以 =G2%L，
所以 G是 $L的中点，取 78的中点 '，
连接 G'，则 G'就是所求的直线 N所

理由如下：由以上作图过程可知，G是
$L中点，'是 78中点，
所以 G'28L，即 G'2!8，又 =Q2!8，
所以G'2=Q，所以G，'，=，Q四点共面，
所以 G，'因平面 =，Q，又 G，'因平面
!$78，所以平面=，Q'平面!$78#G'，
所以 G'就是所求的直线 N所

线解"#��^����>
��/EF

!"
!所-"考查点 线面垂直的判定

【解析】由 (/，，N/(，得 N2，或 N0，，-
与 N可以相交、平行或异面，选错误；
-0，，(0，，N/-，N/(，若 N/，，则必
有 -与 ( 相交，,错误；
由 N/-，-/，，得 N2，或 N0，，( 与 N可
能相交、平行或异面，故错误；
由 N/，，(/N，得 (2，或 (0，，而 (B，，
因此 (2，，-正确所
故选 -所

#所-"考查点 线面平行、垂直的判定
【解析 】 因为 !8/ 2$7/， !8/ B 平 面
7/$8，$7/0平面 7/$8，所以 !8/2平面
7/$8，故 选正确；
连接 !/7/，!7，如图"，易证 $8/平面
!77/!/，又 !/70 平面 !77/!/， 所 以
$8/!/7，同理可得 7/8/!/7，又 7/8，
$80平面 7/$8，7/8'$8#8，所以
!/7/平面 7/$8，故 ,正确；



图" 图又
连接 !8/，78/，如图又，由 !/$28/7，
!/$B平面 !78/，8/70平面 !78/，得
!/$2平面 !78/，
所以平面 !78/ 即为平面 ，，故 故正确；
假设 !/$/#，因为 !70#，所以 !/$/
!7，又 !/$/$7，!7，$70平面 !$78，
!7'$7#7，所以 !/$/平面 !$78，矛
盾，所以假设不成立，故 -错误所故选 -所

$所得"考查点 线面垂直的性质、棱柱的
体积
【解析】F77/ /平面 !$7/，!7/，$7/ 0
平面 !$7/，G 77/ / !7/， 77/ / $7/，
F!$#$7#7!#&，77/ #槡& ，
G!7/ #$7/ #槡& ，G1!7/$是等腰直角
三角形，

G21!$7/
#/

&
!7/·$7/ #

/
&
@槡&@槡& #/，

G 积三棱锥7/得!$7
#积三棱锥7得!$7/

# /
0

77/ ·

21!$7/
#/

0
@槡&@/#

槡&
0
，

G积三棱柱!$7得!/$/7/
#0积三棱锥7/得!$7

#0@槡
&
0

#

槡& ，故选 ,所
解所."-"突破点 线面垂直的判定和性质

【解析】该半圆围成的圆锥侧面，如图所
示（已补全圆锥），设底面圆圆心为 点，连
接 2点，!8，=点，设圆锥底面半径为 O，则
&，O#所，， G O#&， G 7F#所， 2点#

2!&得!点槡
& #&槡0所F=为线段 !2 的中

点，点为线段 !8的中点，G=点228，且

=点#/
&
28#&#

/
&
7F，G·7=F#8（>，即

17F=为等腰直角三角形，故选项 选正
确；若 2!/平面7F=，而=点0平面7F=，
则 2!/=点，在 MJ12点!中，!点#=点#
!=#&，G·点=!#，（>，矛盾，故选项 ,错
误；F=点228，=点0平面 7F=，28B平面
7F=，G282平面 7F=，故选项 故正确；
设点 8 到 平 面 7F= 的 距 离 为 为，

F积8得7F=#积=得78F，即
/
0
@为@

/
&
@所@&#

/
0
@

槡0@
/
&
@所@&，解得 为#槡0 ，即点 8到平

面 7F=的距离为槡0 ，故选项 -正确所故
选 选故-所



·所考查点 求异面直线所成的角、由面面
垂直证线面垂直、由线面垂直证明线线
垂直
（/）【证明】如图"，连接 !7与 $8交于
点 点，连接 点%，则 点是 !7，$8的中点，

图"
因为 %是 7'的中点，所以 点%2!'，因
为 !'B平面 $8%，点%0平面 $8%，
所以 !'2平面 $8%所
（&）【证明】因为矩形 !$78所在的平面
和半圆弧 !'8所在的平面垂直，且交线
为!8，因为!$/!8，!$0平面!$78，所
以 !$/平面 !'8，
因为 !'0平面 !'8，所以 !'/!$，
又·'!8#，（>，!'/'8，!8#所，所以

!'#&，'8#&槡0 ，

所以 $'# !$&定!'槡
& #& 槡& ， $8#

&&定所槡
& #&槡( ，

故 $'&定8'& #$8&，所以 $'/8'所
（0）【解】如图又，取 $7的中点 ），连接
）%，）8，

图又
因为 %为 7'中点，所以 ）%2$'，
所以·）%8即为异面直线 $'，8%所成
角或其补角，
由（&）知 !$/平面 !'8，
因为 '80平面 !'8，所以 '8/!$，
由于 !$278，故 '8/78，

所以 8%# /
&
'7# /

&
'8&定78槡

& #

/
&
@ （&槡0 ）

&
定&槡

& #&，

又 ）8 # & 槡& ， 所 以 >4?·）%8 #

）%&定8%&得）8&

&）%·8%
#&定所得）
&@槡&@&

#得槡&
所
，

故异面直线 $'，8%所成角的余弦值

为槡
&
所
所

(所-"考查点 面面垂直的判定和性质
【解析】如图"，因为 !82$7，!8#!$，
·$!8#8（>，所以·!$8#·!8$#所(>，
又因 为 ·$78#所(>， !82$7， 所 以
·!87#/0(>， 所 以 ·$87#·!87得
·!8$#/0(>得所(>#8（>，所以 78/$8，
故 ,正确；
由 ,选项 知 78/ $8， 又 因 为 平 面
!$8/平面 $78，780平面 $78，平面



平面8'平面 面78#面8，所以 78/平面
平面8，因为 平面0平面 平面8，所以 78/
平面，故 +正确；
由 +选项分析知，78/平面 平面8，因为
780平面 平87，所以平面 平87/平面
平面8，故 故正确；
如图#，过点 平作 平F/面8，垂足为 F，因
为平面平面8/平面面78，平F0平面平面8，
平面 平面8'平面 面78#面8，所以 平F/平
面 面78，显然 平FB平面 平面7，所以平面
平面7与平面 面87不垂直，故 -错误#故
选 -#

图图 图#
图#&"考查点 锥体体积的有关计算、面面

垂直的判定与性质
【解析】分别取 平面，78的中点 F，，，连接
%F，%，，F，，则 %F/平面，F，/ 平面，且
%F'F，#F，%F，F，0平面 %F，，所以
平面/平面 %F，#因为 平面0平面 平面78，所
以平面 平面78/平面 %F，，
过点 %作 %作/F，，垂足为 作，又平面
平面78'平面 %F，#F，，作%0平面 %F，，
所以 作%/平面 平面78#

由题意可知 %F# %平知' /
知
平面( )槡

知

#

:'槡 / #槡( ， %，# %7知' /
知
78( )槡

知

#

，'槡 / #槡知 ，F，#，，
由 余 弦 定 理 可 得 >4?7%，F #

%，知%，F知'%F知

知%，·，F
#知%8'(
知@槡知@，

#槡知
知
，

因为7%，F因（*，，），所以7%，F#，
所
，

故 作，#作%#槡知
知
%，#/，

所以该四棱锥的高为 /，则四棱锥的体积

K#
/
，
2四边形平面78·作%#/

，
@:@/#知#

故选 选#

*#-"突破点 球的截面的性质、面面垂直
的判定及性质
【解析】连接 平7，面8交于点 作，由题意可

知，点 点在以 作为球心，半径为槡知的球
面上，
又点 点在平面 面/78上，所以点 点在平
面 面/78截球的截面圆上#
取 78的中点 F，平面的中点 ，，平/面/ 的中



点 D，连接 F，，FD，，D#
易知 78/ 平面 F，D， 又 780 平 面
面/78，所以平面 面/78/平面 F，D，平面
面/78'平面 F，D#DF，
过点作作 作作//DF于 作/，又 作作/0平面
F，D，所以 作作//平面 面/78，由1作作/F?

1D，F可得，
作作/

D，
#作F
DF

，所以 作作/ #
槡(
(
，

作/点# 知'槡(
(( )槡

知

# 槡， (
(

，点 点在以 作/

为圆心， 槡
， (
( 为半径的圆上#

易知 7作/ # 7F知%F作槡
知
/ # 槡， (

(
#作/点，所

以点 7在该圆上，则 点7的最大值为

槡: (
(

#故选 -#

+#图#%"考查点 面面垂直的判定和
性质
【解析】如图，在正方体 平面78'平/面/7/8/

中，77/ /平面 平面78，因为 77/ 0平面
平77/，所以平面 平77//平面 平面78，因为
平面 平77/'平面 平面78#平7，F，0平面
平77/，且F，/平7，所以F，/平面平面78，
又 面70平面 平面78，所以 F，/面7，又
面7/，D，，D'F，#，，，D，F，0平面
F，D，所以 面7/平面 F，D，故图正确；

由图分析易得 F，易77/，则有
F，
77/

#平，
平7

，

即得 F，#槡知
知
平，，又由 面7/，D，面7/平面，

可得 平面易，D，则有
，D
平面

#7，
平7

，即得 ，D#

槡知
知
7，，故得 F，%，D#槡知

知
平，%槡

知
知
7，#槡知

知
@

槡知 #/，即 F，%，D为定值 /，故#正确；
由图分析可知 F，/平面 平面78，因为
，D0 平 面 平面78， 所 以 F，/ ，D， 则

21F，D#
/
知
F，@，D则

/
知
@（F，%，D） 知

所
#/

;
，

当且仅当 F，#，D#/
知 时等号成立，即当

F，#，D#/
知 时，1F，D的面积最大，最

大值为
/
;
，故故错误；



由故分析知 F，/，D，则 FD知 #F，知 %

，D知,
（F，%，D） 知

知
# /

知
，当且仅当 F，#

，D#/
知 时等号成立，即当 F，#，D#/

知

时，线段 FD长度的最小值为槡
知
知
，故%

正确#
!,#考查点 线面垂直的判定、面面垂直的

性质、点到平面的距离
【证明】（/）如图，在平面 %平7内，过点
平作 平Q/%7，交 %7于点 Q#因为平面
平%7/ 平面 %78， 平面 平%7' 平面
%78#%7，平Q0平面 %平7，平Q/%7，所
以 平Q/平面 %78，又 780平面 %78，
所以 平Q/78#因为 %平/平面 平面78，
780平面 平面78，所以 %平/78，因为
%平'平Q#平，%平，平Q0平面 %平7，所以
78/平面 %平7#

（知） 【解】如图，连接 面8交 平7于点 作，
连接 作F#易知 作F为1%面8的中位线，
所以 %面易作F#
因为 %面B平面 平F7，作F0平面 平F7，所
以 %面易平面 平F7，所以 %面到平面 平F7
的距离，即为点 面到平面 平F7的距离#
由（/）知 78/平面 %平7，又 平70平面
%平7，所以 78/平7#因为 平面易78，所以

平面/平7#因为 平面# ，
(

面7#，，所以

平7#所#
因为 %平/平面 平面78，平80平面 平面\
78，所以 %平/ 平8，因为 78/ 平面
%平7，%70平面 %平7，所以 %7/78，所
以1%平8，1%78是直角三角形#

所以 %8# %平知%平8槡
知 #槡，所，因为 F是

%8的中点，所以平F#7F#
/
知
%8#槡，所

知
，

则 21平7F # /
知

@所 @ 槡，所
知( )

知

'知
槡

知 #

，槡知 ，21平面7#
/
知
@，@所#:#

设点 面到平面 平F7的距离为 为，则

K三棱锥面'平F7# /
，

21平7F· 为 # /
，

21平面7·

/
知
%平，解得 为#

，槡知
知

，即 %面到平面 平F7

的距离为
，槡知
知

#



为&'( （知）（向量法）如图，连接
面8交 平7于点 作，连接 作F#易知 作F为
1%面8的中位线，所以 %面易作F#
因为 %面B平面 平F7，作F0平面 平F7，所
以 %面易平面 平F7，所以 %面到平面 平F7
的距离，即为点 面到平面 平F7的距离#由
（/）知78/平面%平7，又平70平面%平7，
所以 78/平7#因为 平面易78，所以 平面/
平7#又因为 %平/平面 平面78，所以 %平，
平面，平7两两垂直#以 平为坐标原点，平面，
平7，平%所在直线分别为 "，&，/轴建立空
间直角坐标系#

则 平（ *，*，*），面（ ，，*，*），7（ *，所，*），

%（*，*，，），所以 平7所以以 #（*，所，*），平%所以以 #（*，

*，，），面7所以以 #（'，，所，*），

平F所以以 # /
知

（平%所以以 %平8所
（（

） # /
知

（平%所以以 %面7所以以 ） #

( '，
知
，知，

，
知 ) #

设平面 平F7的法向量为 为#（"，&，/），则

平F所以以 ·为#*，

平7所以以 ·为#*，， 即
'，

知
"%知&%

，
知
/#*，

所&#*，，
取/#/，则"#/，&#*，所以平面平F7的一
个法向量为 为#（/，*，/）#

则点面到平面平F7的距离 为#
距面7所以以 ·为距

距为距
#

，槡知
知

，即 %面到平面 平F7的距离为
，槡知
知

#

为$
!#-"突破点 线面垂直的判定和性质、点

到平面的距离
【解析】三棱锥 8'平面F的高即为圆柱的
高，即平8#所，当三棱锥8'平面F的体积最
大时，直角三角形 平面F的面积最大，由于
平面#所，所以当点 F是弧 平面的中点，即
1平面F是等腰直角三角形时，1平面F的

面积最大，此时 21平面F # /
知

@所@知 #所，

K8'平面F#
/
，
21平面F·平8#/

，
@所@所#

/:
，
#如

图，连接 平7，交 面8于点 作，所以点 作为
平7的中点，所以点 7到平面 面8F的距
离等于点 平到平面 面8F的距离#
设点 平到平面 面8F的距离为 1，因为
平8/平面 平面F，面F0平面 平面F，所以
平8/面F，又 平F/面F，平8'平F#平，平8，
平F0平面 平8F，所以 面F/平面 平8F，由
于 8F0平面 平8F，所以 面F/8F，8F#

平8知%平F槡
知 # /:%槡 ; # 知 槡: ， 所 以



21面8F#
/
知
@槡知 知@槡知 : #槡所 ， ，所以 K8'平面F#

K平'面8F#
/
，
21面8F·1#

/:
，
，解得 1#槡

所 ，
，

#故

选 -#

%&'( （向量法）三棱锥 8'平面F
的高即为圆柱的高，即 平8#所，当三棱锥
8'平面F体积最大时，直角三角形 平面F的
面积最大，由于 平面#所，所以当点 F是弧
平面的中点，即1平面F是等腰直角三角形时，
1平面F的面积最大，以 平面所在直线为 &
轴，以与 平面垂直的直线为 "轴，以 平8所
在直线为 /轴，建立空间直角坐标系，如
图，可得 F（知，知，*），面（*，所，*），8（*，*，

所），7（*，所，所），则 8面所以以 #（*，所，'所），8F所以以 #

（知，知，'所），面7所以以 #（*，*，所），设 为#（"，&，/）

为平面 面8F的法向量，则
8面所以以 ·为#*，

8F所以以 ·为#*，， 即

所&'所/#*，
知"%知&'所/#*，， 令&#/，则/#/，"#/，所以

为#（/，/，/），所以点 7到平面 面8F的距离

1#
距面7所以以 ·为距

距为距
#所

槡，
#所槡，

，
#

·#&"突破点 面面垂直的性质、线面、面
面平行的判定和性质
【解析】因为平面 %平8/平面 平面78，平
面 %平8'平面 平面78#平8，平面0平面
平面78，平面/平8，所以 平面/平面 %平8，又
因为 平%0平面 %平8，所以 平面/平%，
即可得7%平面#8*即，故 +正确；
若平面 %78/平面 %平面，则两平面所成
二面角为 8*即，设两平面的交线为 N，因为
平面易78，平面B平面%78，780平面%78，
所以 平面易平面 %78，又因为 N为平面
%78与平面 %平面的交线，所以 平面易N，又
因为 平面/平面 %平8，所以 N/平面 %平8，
即7平%8就是平面 %78与平面 %平面所
成的二面角的平面角，则7平%8#8*即，
所以在 以在1%平8中，%平#，，平8#所，所以

%8# 平8知'平%槡
知 # /:'槡 8 #槡6 ，故 选

错误；
取面7的中点为的，连接点的，则点的易平面，



又因为 点的B平面 %平面，平面0平面 %平面，
所以 点的易平面 %平面，连接 *的，又由 *的易
%面，同理可得 *的易平面 %平面，又因为
点的'*的#的，点的，*的0平面 点*的，所以
平面 点*的易平面 %平面，又因为 点*0平面
点*的，所以 点*易平面 %平面，故 故正确；

设四棱锥 %'平面78外接球的球心为 作，作
在平面 %平8、平面 平面78的射影分别为
作/，作知，且可知 作/，作知 分别为1%平8和
四边形 平面78的外接圆圆心，连接 作/点，
作/作，作作知， 由 已 知 条 件 可 知 四 边 形
作作/点作知 为矩形， 作平为外接球半径，
作平知 #作点知 %平点知 ,作知点

知 %平点知 #;，所以

作平, 槡知 知 ，当且仅当点 作/，点重合时取等

号，此时7平%8#8*即，%8#槡6 ，故 -正
确#故选 选#

$#.&-"考查点 面面平行、线面垂直的
判定和性质、多面体的体积
【解析】如图图，取 平/面的中点 %，连接
%平， %7， F 四 边 形 平77/平/ 为 菱 形，
G平平/ #平7#知，又 平面#知，G平%/平/面，在
1平面7中， 面7知 #所 %所 '知 @知 @知 @

'/
知( ) #/知#

连接 平/7，在1平7平/ 中，7平/平7#/知*即，

平/7
知 #所 %所 '知 @知 @知 @ '/

知( ) #/知，

G平/7#面7，G7%/平/面，
F平%， 7%0 平面 平7%， 平%' 7%#%，
G平/面/平面 平7%，F平70平面 平7%，
G平/面/平7，故 +正确#

图图
如图图，取 面7的中点 *，连接 面/*，7/*，

平*， F 面/7/ 易面7， 且 面/7/ # /
知

面7，

G面/7/ 易7*， 面/7/ #7*， 面/7/ 易面*，
面/7/ #面*，即四边形 面/7/*面为平行四
边形，四边形 面/7/7*为平行四边形，
G面/*易77/，面/*#77/，G面/*易平/平，
面/*#平/平，G四边形 平*面/平/ 为平行四边
形，G平*易面/平/，又 7/*易面面/，
平*0 平面 平7/*， 面/平/ B 平面 平7/*，
G面/平/易平面 平7/*， 同理 面面/ 易平面
平7/*，F面/平/，面面/0平面 平/面面/，面/平/'



面面/ #面/，G平面 平/面面/ 易平面 平7/*，
F平7/0平面 平7/*，G平7/易平面 平/面面/，
故 选正确#
如图#，过点 平/ 作 平/点/7平交 7平的延
长线 于 点 点， 连 接 面点， F7平/平7#
7面平7#/知*即， 平面#平平/， G 1平/点平，

1面点平，G面点/平7，且 平/点#面点#槡， ，又

F平/面#槡: ，G平/点/面点，又 平/点/7平，
面点，7平0 平 面 平面7， 面点' 7平#点，
G平/点/平面 平面7，记二面角 平/ '平面'7

的平面角为 &，G>4?&#
2投

2原

#
21平面点

21平面平/

#

槡，
知

/
知
@槡:@

槡/*
知

#槡(
(
，G?A= &# 槡

知 (
(

，故 故

错误#

图#
如图#，取 面7的中点 D，连接 面/D，平D，
平面/，该几何体可分割为三棱柱 平/面/7/'
平D7，三棱锥 面'平/平面/ 和三棱锥 面'
平D面/，则该几何体体积 K#K平/面/7/'平D7

%
知K面'平D面/

#K平/面/7/'平D7
%知K面/'平面D

，平/点#面点#

平/面#槡， ，点 平/ 到底面 平面7的距离为

槡，
知
@槡， #，

知
，GK#21平D7·

，
知
%知21平D面·

，
知
@/

，
#槡，

知
@，

知
%槡，@

/
知

#槡( ，
所

，故 -正

确#故选 +选-#
%#."突破点 证明线面垂直、由导数求函

数的最值、余弦定理解三角形
【解析】由题意，平8/面7，平/8/面7，平8'
平/8#8，平8，平/80平面 平8平/，G面7/平
面 平8平/，过点 平/ 作 平/点/平8，垂足为
点，F 平/点0平面 平8平/，G面7/平/点，
F平8' 面7#8，平8，面70 平面 平面7，
G平/点/平面 平面7，即 平/点为三棱锥 平/'
平面7的高#

记 面8#记，7面平8#&，由已知易得 平8#

平/8# 记
在C= &

，平平/ #面7#知记#

由 21平面7#
/
知
@知记@平8#槡， ，得

记知

在C= &
#槡， ，

要使三棱锥 平/'平面7的体积最大，则 平/点
最长#



G >4?7平8平/ #
平8知%平/8

知'平平知
/

知平8·平/8
#/ '

知在C=知&，?A=7平8平/ # /'（/'知在C=知&）槡
知 #

知 在C=知&'在C=所
槡 &#

G平/点#平/8?A=7平8平/ #知 记知（/'在C=知&槡 ）#

槡知 ， （在C= &'在C=，&槡 ） ，其中 &因 *， ，
所( ) #

令 "#在C= &，记 4（"）#"'"，（*（"（/），则
4:（"）#/'，"知，

令 4:（"）#*，则 "#槡
，
， 或 "#'槡

，
，
（舍）#

当 "因 *，槡
，
，( ) 时，4:（"））*，4（"）在 ( *，

槡，
， ) 上单调递增； 当 "因 槡，

，
，/( ) 时，

4:（"）（*，4（"）在 (槡，， ，/ ) 上单调递减#

G当 "#槡
，
， 时，4（"）有最大值，即 平/点有

最大值，此时三棱锥体积最大，
此时 >4?7平8平/ #/ '知在C=知&#/ '知 @

(槡，， ) 知

#/
，
，故选 +#

'#考查点 证明线面平行、线面垂直的判
定、求线面角
（/）【证明】如图，延长 作8，7F相交于点
平，因为 平面#:，作为 平面的中点，
所以 平作#面作#，，又 平8#/，所以 平8#
/
，
平作，

又 8F易作7，所以
平F
平7

#/
，
，因为 平:8/平

面 7作8F，面:作/平面 7作8F，所以 平:8易

面:作，而 平:8#/
，

面:作，平8#/
，

平作，所以

1平:平8?1面:平作，故7平:平8#7面:平作，

故 平，平:，面:三点共线，且
平平:
平面:

#/
，
，又

平F
平7

#

/
，
，所以平:F易面:7，所以平:，面:，7，F四点

共面#

（知）【解】存在#理由如下：
由（/） 知 平:8易面:作，因为 面:作0平面
面:作7，平:8B平面 面:作7，
所以 平:8易平面 面:作7#
因为 8F易作7，作70平面 面:作7，8FB平
面 面:作7，所以 8F易平面 面:作7，又 平:8'
F8#8，平:8，F80平面 平:8F，
所以平面 平:8F易平面 面:作7，
由（/）知 平:F易面:7，取线段 面:7上靠近



面:的三等分点 ，，连接 F，，则 平:F#面:，，
又 平:F易面:，，
所以四边形 平:面:，F为平行四边形，
所以 F，易平:面:，因为 F，B平面 平:8作面:，
平:面:0平面 平:8作面:，所以 F，易平面
平:8作面:#
（，） 【解】 由 （ 知） 可得直线 7F与平面
作8，所成的角即为直线 平7与平面 作平，
所成的角，连接 作，，平，#
过点7作7Q/作，与作，相交于点Q，连
接 平Q，
由 面:作/平面 7作8F，作平0平面 7作8F，
可得 面:作/作平，
又 7作/作平，面:作'7作#作，面:作，7作0平
面 作面:7，所以 作平/平面 作面:7，又 7Q0
平面 作面:7，所以 作平/7Q，又 7Q/作，，
作平'作，#作，作平，作，0平面 作平，，所以
7Q/平面 作平，，所以直线 7平在平面
作平，上的投影为 平Q，所以77平Q就是直
线 平7与平面 作平，所成的角#在1，作7

中，7作#，，7，# 知
，

@ ，知%，槡
知 # 槡知 知 ，

7，7作#所(即，所以 作，#

7作知%7，知'知7作·7，·>4?所(槡 即#槡( ，"

所 以 7Q #
知21，作7

作，
#

知@
/
知
7，·?A= 所(即·7作

作，
#槡: (

(
#

因为 7Q/平面 作平，，平Q0平面 作平，，所

以 7Q/平Q，易知 平7#槡， 知 ，

所以 ?A=77平Q#7Q
平7

#槡: (
(

@ /

槡， 知
#槡/*

(
，

所以直线 7F与平面 作8，所成角的正弦

值为槡
/*
(

#

为'"#��x�� >|�

!"
!#.&-"考查点 求异面直线所成角、线

面角
【解析】如图，连接 平7，面8，记 平7'面8#
作，连接 %作，由题意可知 平作，作面，作%两

两垂直#以 作为坐标原点，作平所
（（

，作面所以以 ，作%所以以 的
方向分别为 "，&，/轴的正方向建立空间
直角坐标系，则 平（知，*，*），7（'知，*，*），
8（*，'知， *），%（ *， *， 所），F（ *， /， 知），

，( *，' 知
，
，

;
， ) #则 F，所以以 # ( *， ' (

，
，

知
， ) ，所以距F，所以以 距# '(

，( )
知

% 知
，( )槡

知

#

槡知8
，

，故 +正确#

因为平F所以以 #（'知，/，知），7，所以以 # 知，'
知
，
，
;
，( ) ，

所以 >4?〈平F所以以 ，7，所以以 〉#
平F所以以 ·7，所以以

距平F所以以 距距7，所以以 距
#槡知:

6;
，故



选正确#

平F所以以 在 7，所以以 上的投影向量为
平F所以以 ·7，所以以

距7，所以以 距知
·

7，所以以 #，
(知

7，所以以 ，故 故不正确#

设平面 %78的法向量为 为#（"，&，/），因

为 87所以以 #（'知，知，*），%7所以以 #（'知，*，'所），

所以
为·87所以以 #'知"%知&#*，

为·%7所以以 #'知"'所/#*，， 令 "#知， 得

为#（知，知，'/）#
设直线 平F与平面 %78所成的角为 &，则

?A= &#距>4?〈平F所以以 ，为〉 距#
距平F所以以 ·为距

距平F所以以 距距为距
# 所
，@，

#

所
8
，故 -正确#

故选 +选-#

·#.&""考查点 锥体体积的有关计算、
线面角和二面角的求解
【解析】因为 K平/'平面/F

#KF'平平/面/
，21平平/面/

为
定值，且平面 平平/面/面易平面 877/8/，所
以点 F到平面 平平/面/面的距离不变，即三
棱锥 平/ '平面/F的体积为定值， 故 +
正确；

以 8为坐标原点，平8，78，88/ 所在直线
分别为 "，&，/轴建立如图所示的空间直
角坐标系，设 8F#设，*则设则/，则 平（/，*，
*），8/（*，*，/），面/（/，/，/），F（*，设，*），

因为 F面/
所以以 #（/，/'设，/），平8/

所以以 #（'/，*，/），

F面/
所以以 ·平8/

所以以 #'/%*%/#*，
所以 F面//平8/，故 选正确；
取平面 平面78的一个法向量为 为#（*，*，
/），因为 平/ （ /，*，/），F（ *，设，*），所以

平/F
所以以 #（'/，设，'/），
设直线 平/F与平面 平面78所成的角为 &，

则 ?A= &#
距平/F
所以以 ·为距

距平/F
所以以 距距为距

# /

知%设槡
知
则槡

知
知
，

当 设#* 时，（?A= &）BCH#
槡知
知
，这时直线 平/F

与平面 平面78所成的角 &的最大值为



，
所
，故 -不正确；

设平面 F平/面/ 的法向量为 &#（"，&，/），

因为 平/面/
所以以 #（*，/，*），平/F

所以以 #（'/，设，'/），

所以
平/面/
所以以 ·&#*，

平/F
所以以 ·&#*，， 所以

&#*，
'"%设&'/#*，，

令 "#/，可得 &#（ /， *，'/），取平面
平平/面/ 的一个法向量为 )#（/，*，*），
设二面角 F'平/面/ '平的平面角为 的，

则 >4?的#
距&·)距
距&距距)距

#/

槡知
#槡知

知
，易知二面角

F'平/面/'平为锐二面角，

所以二面角 F'平/面/ '平的大小为
，
所
，故

故正确#
故选 +选故#

$#."突破点 异面直线所成的角、二面角
的求解
【解析】如图，设斜线 %平为直线 线，，为
平面 平面7， 的 为平面 %平面，且 %7/，，
平面/面7，平面/%面#

由图可知7%平7#，
所
，当 ( 恰为 平7时，线

与 ( 的夹角为 &/ #7%平7#，
所
；

当 ( 为 平面时，>4?7面平7·>4?7%平7#
平面
平7

·
平7
%平

#平面
%平

#>4?7%平面，

由 >4?7面平7因 （ *， /）， 知 >4?7%平7）
>4?7%平面，

由 &#>4?"在 *， ，
知( ) 上单调递减得

7%平7（7%平面， 则 &/ ）
，
所
#综上可知

&/,
，
所
#

由于 %面/平面，7面/平面，故7%面7是平面
角 ，与 的 的 夹 角， 即 &知 #7%面7，

?A=7%平面·?A=7%面7#%面
%平

·
%7
%面

#%7
%平

#

?A=7%平7，
由 ?A=7%平面因 （ *， /），知 ?A= 7%面7）
?A=7%平7，

由 &#?A= "在 *， ，
知( ) 上单调递增得

7%面7）7%平7，即 &知）
，
所
，综上可知 &知,

，
所
#故选 +#

%#槡
知:
/，

"考查点 棱柱的展开图及最短距

离问题、求异面直线所成的角
【解析】如图，连接 面/8/，设该棱柱的高



为 1，若沿该棱柱表面从点 平经过棱 面面/

上一点 F到达点 7/，则最短距离为

（知%知） 知%1槡
知

槡）所） /， ，不满足题意；

若从点 平经过棱 平/面/ 上的一点 F到达

点 7/，则最短距离为 知知%（知%1）槡
知 #

槡/， ，解得 1#/#因为 平/F易7/8/，所以
平/F
7/8/

#/
，
，所以 平/F#/

，
7/8/ #

知
，
，

过点 F作 F，易面/8/，与 平/8/ 交于点 ，，
易知 面8易面/8/，则 F，易面8，即7平F，或
其补角就是 平F与 面8所成的角，平F#

平，# /知% 知
，( )槡

知

#槡/，
，

，F，# 槡知 知
，

，所

以 >4?7平F，#

/
知
F，

平F
#槡知:

/，
#

'#考查点 证明面面平行、面面角的求解
（/）【证明】如图图，取 平7的中点 作，连
接 平/作，面作#因为 平/平#平/7，所以 平/作/
平7，且平/作

知%作平知 #平平知
/ #所，因为平面/面7，

面平#面7，作为 平7的中点，所以 作平#作面#
作7，所以 平/作

知 %作平知 #平/作
知 %作面知 #所 #

平/面
知，所以 平/作/面作，因为 平7'作面#作，

平70平面 平面7，作面0平面 平面7，所以
平/作/平面平面7（另解：设作为平/ 在底面
平面7的射影，则 平/作/平面 平面7，因为
平/面#平/7#平/平，所以 作平#作面#作7，射影
作为底面1平面7的外心，又1平面7为直
角三角形，所以 作恰为斜边 平7的中
点），因为 平/作0平面 平77/平/，所以平面
平面7/平面 平77/平/#

图图

（知）【解】由（/）可知，平/作/平面 平面7，所
以 平/面与平面 平面7所成角即为7平/面作，
所 以 7平/面作#:*即， 易 知 1平/平作，
1平/面作，所以7平/面作#7平/平作#:*即，所

以 平/作#槡， ，平作#/#
方法一：因为 面平#面7，作为 平7的中点，
所以 面作/平7，易知 平作，作面，平/作两两
垂直，

如图图所示，以 作为原点，分别以 作平所
（（

，

作面所以以 ，作平/
所以以 的方向为 "轴、&轴、/轴的正方

向，建立空间直角坐标系，则 平/ （ *，*，

槡， ），7（'/，*，*），平（/，*，*），面（*，/，*），



所以 平/7
所以以 #（'/，*，'槡， ），平面

所以以 #（'/，/，

*），平/面/
所以以 #平面所以以 #（'/，/，*），

设平面 平/面/7的法向量为 为/ #（"，&，/），

则
为/·平/面/

所以以 #*，

为/·平/7
所以以 #*，， 即

'"%&#*，

'"'槡，/#*，，
令 /#/，则 "#'槡， ，&#'槡， ，所以 为/ #

（'槡， ，'槡， ，/），易知平面 平面7的一个法
向量为 为知 #（*，*，/），设平面 平/面/7与平
面 平面7 的 夹 角 为 &， 所 以 >4?&#
距为/·为知 距
距为/ 距距为知 距

# /

槡6@/
#槡6

6
，

所以平面平/面/7与平面平面7夹角的余弦

值为槡
6
6
#

方法二（几何法）：如图#，过点 7作 平面
的平行线N，因为平面易平/面/，所以N易平/面/，
过点 作作 作Q/N，垂足为 Q，连接 平/Q#由
（/）知 平/作/平面 平面7，又因为 7Q0平
面 平面7，所以 平/作/7Q，又 作Q/7Q，
平/作'作Q#作，平/作，作Q0平面 平/作Q，所
以 7Q/平面 平/作Q，因为 平/Q0平面
平/作Q，所以 平/Q/7Q，所以平面 平/面/7
与平面 平面7的夹角即为7平/Q作，易知

作Q#面7
知

#槡知
知
，所以 在C=7平/Q作#

平/作
作Q

#

槡，

槡知
知

#槡: ，所以>4?7平/Q作#槡6
6
，即平面

平/面/7与平面 平面7夹角的余弦值为槡
6
6
#

图#
(#""考查点 点到平面的距离、体积的最

值的求解
【解析】易知1平78为边长为 知 的等边三

角形，故 21平78 # /
知

@知 @知 @槡，
知

#槡， ，

1平面7也是边长为 知 的等边三角形，故
当平面 平面7/平面 平78时，点 面到平面
平78的距离最大， 且最大值为 面F#

槡，
知
平7#槡， （其中 F为 平7的中点），故三

棱锥平'面78的体积的最大值为
/
，
21平78·

面F#/
，
@槡，@槡， #/，故选 故#



图#&" 考查点 点到直线的距离的向量
求法
【解析】根据题意，以 2 为坐标原点，以
2面，27，2平所在直线分别为 "，&，/轴建立
如图所示的空间直角坐标系，

则 面（ 知，*，*），8（ *，知，*），平（*，*，/），
7（*，，，*），又点 F为1平面7的重心，所

以 F
知
，
，/，

/
，( ) ，

则 F面所以以 # 所
，
，'/，'

/
，( ) ，8面所以以 #（知，'知，*），

所 以 >4?〈 F面所以以 ， 8面所以以 〉 # 距F面所以以 ·8面所以以 距

距F面所以以 距距8面所以以 距
#

;
，
%知

/:
8
%/%

/
8槡 @知槡知

# 6

槡(知
，

则 ?A= 〈F面所以以 ， 8面所
（（

〉 # /'>4?知〈F面所以以 ，8面所
（（

槡 〉 #

槡，

槡(知
，所以点 F到直线 面8的距离为

距F面所以以 距·?A= 〈F面所以以 ， 8面所以以 〉 # /:
8
%/%

/
8槡 @

槡，

槡(知
#槡知:

，
@槡，

槡(知
#槡:

:
#故选 选#

*#""考查点 向量法求解异面直线所成
的角、点到直线的距离、点到平面的距离
【解析】根据题意建立如图所示的空间直
角坐标系，则 面（知，知，*），7（*，知，*），8/

（*，*，知），平/（知，*，知），7/（*，知，知），F（/，
*，*）#

对于 +，8/7
所以以 #（*，知，'知），面7/

所以以 #（'知，*，
知），

故 >4?〈8/7
所以以 ，面7/

所以以 〉 #
'所

知槡知@知槡知
#'/

知
，故

〈8/7
所以以 ，面7/

所以以 〉 #知，
，
，则直线 8/7和 面7/ 所

成的角为
，
，
，故 +正确；

对于 选，易得四面体 面87/平/ 为正四面
体，则 K面87/平/

#K平面78'平/面/7/8/
'所K面'平/面/7/

#

;'所@
/
，
@/

知
@知@知@知#

;
，
，故 选正确；

对于 故，面平/
所以以 #（*，'知，知），F面所以以 #（/，知，*），

面7/
所以以 #（'知，*，知），设平面 面F7/ 的法向量



为 为#（"，&，/），

则
为·F面所以以 #"%知&#*，

为·面7/
所以以 #'知"%知/#*，， 令 "#知，则 为#

（知，'/，知），故点 平/ 到平面 面F7/ 的距离

为#
距面平/
所以以 ·为距
距为距

#距知%所距
，

#知，故 故错误；

对于 -，面F所以以 #（'/，'知，*），面7/
所以以 #（'知，*，

知）， 则 点 7/ 到 直 线 面F的 距 离 为

面7/
所以以 知'( 面7/

所以以 ·面F所以以

距面F所以以 距
)槡

知

# ;'
知

槡(( )槡
知

#

槡: (
(

，故 -正确#故选 故#

+#."考查点 余弦定理解三角形、求直线

到平面的距离
【解析】取平面的中点点，78的中点*，连

接 %点，%*，点*，如图#

因为 %平#%面#知，%7#%8#槡， ，所以

%点/ 平面， %*/ 78， 易 知 点*/ 平面，

点*/78，

又 %点'点*#点，%点，点*0平面 %点*，
所以 平面/平面 %点*，又 平面0平面 %平面#
所以平面 %点*/平面 %平面，
又 平面易78，平面0平面 %平面，78B平面
%平面，所以 78易平面 %平面，
则直线 78到平面 %平面的距离即为点 *
到平面 %平面的距离，即为点 *到直线
%点的距离#

又 %点# %平知'平点槡
知 # 所'槡 / #槡， ，

%*# %8知'8*槡
知 # ，'槡 / #槡知 ，点*#

平8#知， 在 1%点* 中， >4?7点%* #

%点知%%*知'点*知

知%点·%*
#槡:
/知

，则?A=7点%*#槡/，;
/知

，

所以点 *到直线 %点的距离为 %*·

?A=7点%*#槡知@
槡/，;
/知

#槡:8
:

#故选 +#

!,#考查点 向量法求解二面角、点到平面
的距离
（/） 【证明】 由直三棱柱的性质可知
平平//平面，平平/ /平7，四边形 平平/面/面为
平行四边形，因为 平面#平平/，所以四边形
平平/面/面为正方形，所以 平面//平/面，因为
平平//平7，平面/平7，平平/ '平面#平，平平/，
平面0 平面 平平/面/面， 所以 平7/ 平面
平平/面/面，又 平面/ 0平面 平平/面/面，所以
平7/平面/，因为 平/8易平7，所以 平面/ /
平/8，又因为 平/面'平/8#平/，平/面，平/80
平面 平/面8，所以 平面//平面 平/面8#



（知）【解】由题易知 平面，平7，平平/ 两两垂
直，以 平为原点，平面，平7，平平/ 所在直线
分别为"轴、&轴、/轴，建立如图所示的
空间直角坐标系，设 平7#知记（记）*），则

平（*，*，*），面（槡， ，*，*），7（*，知记，*），

8（*，记，槡， ），所以 平7所以以 #（*，知记，*），面7所以以 #

（'槡， ，知记，*），78
所以以 #（*，'记，槡， ），设平面

面78的 法 向 量 为 为#（ "， &， /）， 则

为·面7所以以 #*，

为·78所以以 #*，， 所以
'槡，"%知记&#*，

'记&%槡，/#*，， 取 "#

槡， ， 则 &# ，
知记

， /#槡，
知
， 所 以 为#

槡， ，
，
知记

，槡
，
知( ) #易知平面 平面7的一个法

向量为 &#（*，*，/），设二面角 平'面7'
8的大小为 &，

则距>4?&距#距>4?〈&，为〉 距#
距&·为距
距&距距为距

#

槡，
知

/@ （槡， ）
知
% ，

知记( )
知

%槡，
知( )槡

知
#槡知

所
，解得

记#/，所以 平7所以以 #（*，知，*），平面 面78的

一个法向量为 为#(槡， ， ，
知
，槡

，
知 ) ，设点

平到平面 面78的距离为 为，

则 为#
距平7所以以 ·为距

距为距
# ，

，%
8
所
%，

所槡

#槡:
知
，所

以点 平到平面 面78的距离为槡
:
知
#

为$
!#&"考查点 锥体体积的有关计算、二面

角的概念及辨析
【解析】 在圆 作所
在平面内，过点 作
作 作点/平7，垂足
为 点，作 作*/面7，
垂 足 为 *， 连 接
2点，8*#
F 2平#27， 8面#
87， G 2点/ 平7，
8*/面7，
G72点作为二面角 2'平7'面的平面角，
78*作为二面角 8'面7'平的平面角，
G72点作#78*作#
F 在 以在12作点 和 以在18作* 中，



在C=72点作#2作
点作

，在C=78*作#8作
*作

，G
2作
点作

#

8作
*作

#F8为 2作上靠近 作的一个三等分

点，G
点作
*作

#2作
8作

#，#设 *作#线（线）*），则

点作#，线，设底面圆半径为 G，圆锥高
2作#1#
F点 7在圆锥底面圆上，G平7/面7，
F点 作为 平面中点，作点/平7，作*/面7，
G平7#知作*#知线，面7#知作点#:线，
G（知G） 知 #（知线） 知%（:线） 知，即 G知 #/*线知，

GK三棱锥2'平面7#/
，

21平面7· 1 #/
，

·
/
知

·

知线·:线·1#知线知1，K圆锥2作#
/
， ，G知·1#

/
，
·，·/*线知·1#

/*
， ，线知1，

G
K圆锥2作

K三棱锥2'平面7

#(，
，
#故选 选#

·#&"突破点 点到直线的距离、线面角、
二面角的求解
【解析】如图图，设 作为1平面7的中心，
连接 8作，过点 作作 作F/G%于 F，作，/
%的于 ，，作D/G的于 D，连接 8F，8，，
8D#易知 8作/平面 平面7，因为 G%0平面
平面7，所以 8作/G%，又 作F'8作#作，作F，
8作0平面 8作F，则 G%/平面 8作F，又
8F0平面 8作F，于是78F作是二面角

8'%G'的的平面角，因此 在C= ，#8作
作F

，同

理 在C= 的#
作8
作，

，在C= +#
作8
作D

，如图#，以 %为

原点，平面所在直线为 "轴，建立如图所
示的平面直角坐标系，不妨设 平面#知，则

平（'/，*），面（/，*），7（*，槡， ），作 *，槡
，
，( ) ，

由 平%#%面，
面的
的7

#7G
G平

#知，得 的 /
，
，
知槡，
，( ) ，

G '知
，
，槡

，
，( ) ，则直线 G%的方程为 &#

'槡，
知
"，直线 %的的方程为 &#知槡，"，直线

G的的方程为 &#槡
，
，

"%
(槡，
8

，于是 作F#

知槡知/
知/

，作，#槡，8
，8

，作D#/
，
，作，（作D（作F，

在C= ，（在C= +（在C= 的，而 ，，的，+为锐角，所
以 ，（+（的#故选 选#

图图



图#
$#.&-"突破点 圆锥中截面的有关计

算、台体体积的有关计算、求线面角

【解析】F平面#，78#/知槡， ，G圆台上底

面圆的半径为 知槡， ，下底面圆的半径为

:槡， ，F平8#;，

G圆台的高 1# ;知'（:槡，'知槡， ）槡
知
#所，

G圆台的体积 K#/
， ，@所@［（ 知槡， ）

知 %

知槡，@:槡，%（:槡， ）
知
］#知*;，，故 +正确#

由 1#所，面7#;，得 ?A=7作面7#所
;

#/
知
，

由7作面7因 *， ，
知( ) 得，7作面7#，

:
#

如图图，将圆台补成圆锥，顶点记为 ?，
底面圆的圆心记为 作，连接 ?作，点作，点?#

图图

F点为 平面) 的中点，G点作/平面#
F?作/平面 平点面，点作0平面 平点面，
G?作/点作，F?作'平面#作，?作，平面0平
面 平面78，G点作/平面 平面78，
F点作0平面 ?点作，G平面 ?点作/平面
平面78，"
此时母线所在直线 ?点与平面 平面78所
成的角最大，最大角为7点?作，7点?作#
，
知
'，

:
#，

，
，故 选正确#

由7?面作#，
:
，作面#:槡，得，?作#:，面?#

/知，G?7#/知';#所，当两条母线所在直

线的夹角为
，
知 时，截面面积最大，最大值

为
/
知
@/知知@?A= ，

知
'/

知
@所知 @?A= ，

知
#:所，

故 故错误#
如图#，在梯形 平面78中，连接 7F并延
长交 面平的延长线于点 ，，连接 点，交底
面圆于点 *，则 点*为截面与底面圆的
交线#

图#

由
78
平，

#8F
F平

#知 得，平，#知槡， ，作，#;槡， ，



G 在C= 7作点， # 作，
作点

# 槡; ，

槡: ，
# 所

，
，

>4?7作点，#，
(
，取 点*的中点 D，连接

作D，则 作D/点*，点*#知点D，

G点*#知@槡: ， @>4?7作点，# 槡，: ，
(

，故 -

正确#
故选 +选-#

%#."突破点 多面体与球的内切问题、立
体几何中的轨迹问题、点到平面的距离
【解析】由题意得，正方体内切球的球心
为正方体的中心，记为点 作，内切球半径

O#
/
知
#连接 平8/，平7，78/，F平8/易面7/，

平8/B平面 平/面7/，面7/0平面 平/面7/，
G平8/易平面 平/面7/，同理可得 平7易平面
平/面7/，F平8/，平70平面 8/平7，平8/ '
平7#平，G平面 8/平7易平面 平/面7/，
F 8/%易平 面 平/面7/， G 8/%0 平 面
8/平7，故点 %的轨迹是平面 8/平7与正
方体内切球的交线，此交线为圆，记圆心
为 作/#如图，以 8为原点，8平，87，88/

所在直线分别为 "，&，/轴建立空间直角
坐标系，则 平（/，*，*），7（*，/，*），8/（*，

*， / ）， 作( /
知
，

/
知
，

/
知 ) ， 平作所

（（

#

'/
知
，
/
知
，
/
知( ) ，G平7所以以 #（'/，/，*），平8/

所以以 #

（'/，*，/）#

设平面 8/平7的法向量为 为#（"，&，/），则

平7所以以 ·为#'"%&#*，

平8/
所以以 ·为#'"%/#*，， 令 "#/，则 &#/#/，

故 为#（/，/，/），G点 作到平面 8/平7的

距离 为#
距平作所

（（

·为距
距为距

#

/
知

槡，
#槡，

:
，G圆 作/ 的

半 径 O/ # O知'为槡
知 #

/
知( )

知

'槡，
:( )槡

知

#槡:
:
#

由 平作所
（（

# '/
知
，
/
知
，
/
知( ) 得， 平作 #

'/
知( )

知

% /
知( )

知

% /
知( )槡

知

#槡，
知
，G平作/ #



平作知'为槡
知 # 槡，

知( )
知

'槡，
:( )槡

知

#槡:
，
，

G平%的最小值为 平作/'O/ #
槡:
，
'槡:

:
#槡:

:
#

故选 +#
'#&-"突破点 点到平面的距离、立体几

何中的轨迹问题
【解析】以 8为坐标原点，8平，87，88/

所在直线分别为 "，&，/轴建立如图图所
示的空间直角坐标系，则 8（*，*，*），面
（，，，，*），7/（*，，，，），7（*，，，*），点（*，

，，知），8面所以以 #（，，，，*），87/
所以以 #（*，，，，），

设平面 面87/ 的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·8面所以以 #，"%，&#*，

为·87/
所以以 #，&%，/#*，， 令 &#/，则 "#

'/，/#'/，所以平面 面87/ 的一个法向量
为 为#（'/，/，'/）#
设点7关于平面面87/ 的对称点为的（记，

9，;），则 的7所以以 #（'记，，'9，';），

所以
'记
'/

#，
'9
/

#
';
'/

，解得 记#;，9#，';，所

以 的（;，，';，;），8的所以以 #（;，，';，;），87所以以 #
（*，，，*），
又点 的，7到平面 面87/ 的距离相等，所

以
距为·8的所以以 距

距为距
#距为·87所以以 距

距为距
，

所以
距';%，';';距

槡，
#距，距

槡，
，解得 ;#知 或 ;#*

（舍 去 ）， 所 以 的 （ 知， /， 知 ）， 所 以
（%7%%点）BA= #距的点距#知槡知 ，故 +错误#

图图
因为 88//平面 平面78，所以当动点 F在
平面 平面78内时，则 88//8F，

又788/F#，
所
，所以 88/ #8F，可得 F

的轨迹是以 8为圆心，， 为半径的圆弧，

且在四边形 平面78内的圆弧是圆的
/
所
，

所以动点 F在平面 平面78内运动轨迹的

长度为
，
知 ，，故 选正确#

连接 平8/，动点 F的轨迹是以 88/ 为轴，
8/ 为顶点的圆 锥 在 正 方 体 平面78'
平/面/7/8/ 内的部分，圆锥的底面半径为
，，易得 平8/易面7/，又 平8/ B平面 面87/，
面7/0平面 面87/，所以 平8/易平面 面87/，
又平8/ 是圆锥的母线，所以平面面87/ 与
圆锥的交线是抛物线的一部分，故 故
错误；
如图#，设正四面体 8/'平面/7的底面正



三角形 平面/7的中心为 作，连接 8/作，平作，
由正四面体的性质可得 8/作/平面

平面/7#由 正 弦 定 理 可 得 平作# /
知

@

槡， 知
?A= :*即

#/
知
@槡， 知

槡，
知

#槡: ，所以正四面体的

高 8/作# （ 槡， 知 ）
知
'（槡: ）槡

知
#槡知 ，#

图#
设正四面体 8/ '平面/7的内切球的半径
为 O，

则K8/'平面/7
#/
，
21平面/7

·8/作#/
，
@所21平面/7

·

O，所以 O#
/
所
8/作#槡知 ，

所
#槡，

知
，

设半径是槡
，
知 的球的内接正四面体的棱长

为 线，则可将内接正四面体补形成棱长

为槡
知
知
线的正方体，则槡， @槡知

知
线#知@槡

，
知
，

解得 线#槡知）/#所，
在正四面体 8/ '平面/7的内部有一个可
以任意转动的正四面体，则此正四面体
的棱长可以是 /#所，故 -正确#
故选 选-#

(#突破点 证明线面平行、面面垂直，求点
到平面的距离
（/）【证明】如图图，取 %平的中点 D，连
接 ，D，FD，因为 D，，分别为 %平，%面的中

点，所以 D，易平面，且 D，#/
知
平面，由题意

可知 7F易平面，且 7F#/
知
平面，则 D，易7F

且 D，#7F，所以四边形 7，DF为平行四
边形，则 7，易FD，又 7，B平面 %平F，
FD0平面 %平F，所以 7，易平面 %平F#

图图
""

图#
（知）图【证明】在平行四边形 平面78中，连
接 面F，如图#，由题意可知18平F是边

长为 / 的等边三角形，则7平F8#，
，
，且

7面7F#知，
，
，面7#7F#/，则77F面#，

:
，

可知7平F面#，
知
，即 平F/F面，则 面F#



平面知'平F槡
知 #槡，#若 %面#知，且 %F#/，则

%F知%面F知 #%面知，可知 %F/F面，且 平F'
%F#F，平F，%F0平面 %平F，可得 F面/平
面 %平F，又因为 F面0平面 平面7F，所以平
面 %平F/平面 平面7F#
#【解】取 平F的中点 作，平面的中点 Q，连

接 %作，作Q，则 %作#槡，
知
，作Q易面F，可得

作Q/平F#因为1%平F为等边三角形，所
以 %作/平F，又平面 %平F/平面 平面7F，平
面 %平F'平面 平面7F#平F，%作0平面
%平F，所以 %作/平面 平面7F，平行四边形
平面78的高即为等边三角形 8平F的高

1#槡
，
知
#设点 ，到平面 平面7F的距离为 为，

若 K/ #，K知，则
/
，
@槡，

知
@/

知
@（/%知）@槡

，
知

#

，@
/
，
为@

/
知
@知@槡

，
知
，解得 为#槡

，
所
，即 为#

/
知
%作，可知 ，为 %面的中点#易知 作平，

作Q，作%两两垂直，以 作为原点，作平，作Q，
作%所在直线分别为 "，&，/轴建立空间直
角坐标系，如图故，

图故

则 % *，*，槡
，
知( ) ，F '/

知
，*，*( ) ，面( '/

知
，

槡， ，* ) ，，( '/
所
，槡

，
知
，槡

，
所 ) ，7( '/，槡

，
知
，

* ) ，可得 %7所以以 #( '/，槡
，
知
，'槡

，
知 ) ，%F所以以 #

( '/
知
， *， '槡，

知 ) ， %，所以以 # ( ' /
所
，槡

，
知
，

'槡，
所 ) #设平面 %7F的法向量为 为#（"，

&， /）， 则
为·%7所以以 #'"%槡

，
知
&'槡

，
知
/#*，

为·%F所以以 #'/
知
"'槡

，
知
/#*，， 令

"#槡，，则&#/，/#'/，可得为#（槡，，/，'/），
所以 点 ，到 平 面 %7F的 距 离 为 #

距为·%，所以以 距
距为距

#

槡，
知

槡(
#槡/(

/*
#

图#突破点 柱体体积的有关计算，证明线
面平行、面面平行，面面角的向量求法
【解】 （ /） 因为 平平/ 易面面/，面面/ 0平面
面面/7/7，平平/B平面 面面/7/7，所以 平平/易
平面 面面/7/7，



所以 K面/'面78
#K8'面/面7

#K平'面/面7
#K面/'平面7

#
/
，
K平面7'平/面/7/

， 又 K面/'面78
# /

知
， 所 以

K平面7'平/面/7/
#，

知
#

在1平面7中，面7#知平面#知，平7#槡6 ，

所 以 >4?7平面7 # 平面知%面7知'平7知

知平面·面7
#

/知%知知'（槡6 ）
知

知@/@知
#'/

知
，又7平面7因（*，，），

所以7平面7#知，
，
，所以 21平面7#/

知
平面·

面7?A=7平面7#/
知
@/@知@槡

，
知

#槡，
知
#

设三棱柱 平面7'平/面/7/ 的高为 1，则

K平面7'平/面/7/
#21平面7·1#槡

，
知
1#

，
知
，解得 1#

槡， ，所以三棱柱 平面7'平/面/7/ 的高为槡，#
（知）设 面面/ 的中点为 ，，连接 平/，，F，，
因为 平/8易面，且 平/8#面，，所以四边形
平/8面，为平行四边形，
所以 平/，易面8，又 平/，B平面 面78，面80
平面 面78，所以 平/，易平面 面78#
因为 平/F易平面 面78，平/F'平/，#平/，
平/F，平/，0平面 平/F，，
所以平面平/F，易平面面78，又平面平/F，'
平面 面面/7/7#F，， 平面 面78' 平面
面面/7/7#面7，所以 F，易面7，
因为 ，为 面面/ 的中点，所以 F为 面/7的

中点，所以
面/F
面/7

#/
知
，即 $#

/
知
#

（，）过点 面/ 作 面/作垂直 平面的延长线于
点 作，连接 7作#
因为侧面平平/面/面与底面平面7垂直，侧面
平平/面/面' 底 面 平面7#平面， 面/作0 平
面 平平/面/面，
所以 面/作/平面 平面7，
因为 7面/ / 平/面/ 且 平面易平/面/， 所 以
7面//平面，又 7面/'面/作#面/，7面/，面/作0
平面 7面/作，所以 平面/平面 7面/作，
又 7作0平面 7面/作，所以 平面/7作，易知
平作，作7，作面/ 两两垂直，以 作为坐标原
点，分别以作平，作7，作面/ 所在直线为"，&，
/轴建立如图所示的空间直角坐标系，因

为 面/作/平面 平面7，所以 面/作#槡， ，

作7#面7?A=77面作#知@槡
，
知

#槡， ，则 平（知，

*，*），面（/，*，*），面/（*，*，槡， ），7（*，槡， ，
*），设 8（"8，&8，/8），

因为 平8所
（（

#/
知

面面/
所以以 ，则 （"8'知，&8，/8） #



/
知
（'/，*，槡， ），所以

"8#
，
知
，

&8#*，

/8#
槡，
知
，











则 8( ，
知
，

*，槡
，
知 ) ，

所以 面8所以以 #( /
知
，*，槡

，
知 ) ，又 面7所以以 #（'/，

槡， ，*），
设平面 面78的法向量为 &#（"，&，/），

所以
&·面7所以以 #'"%槡，&#*，

&·面8所以以 #/
知
"%槡

，
知
/#*，， 取 &#/，

则 &#（槡， ，/，'/）#

又 面面/
所以以 #（'/，*，槡， ），

设平面 面面/7/7的法向量为 为#（ 记，
9，;），

则
为·面面/

所以以 #'记%槡，;#*，

为·面7所以以 #'记%槡，9#*，
， 取 9#/，则 为#

（槡， ，/，/），
设平面面78与平面面面/7/7的夹角为&，

则 >4?&#
距&·为距
距&距距为距

# ，

槡(@槡(
#，

(
，

所以平面 面78与平面 面面/7/7的夹角的

余弦值为
，
(
#

*#突破点 线面角的向量求法、利用导数
求函数的最值（不含参）
【解】 （/）取 78的中点 D，由于四边形
平面78是菱形，且7平面7#:*即，所以 平D/
78，因为 平面易78，所以 平D/平面，
又 %平/平面 平面78，故 平面，平D，平%两两

垂直，以 平为坐标原点，平面所以以 ，平D所以以 ，平%所以以 的方
向分别为 "，&，/轴的正方向建立如图所
示的空间直角坐标系，

则 平（*，*，*），面（知，*，*），7（/，槡， ，*），

8（'/，槡， ，*），%（*，*，/），所以 %7所以以 #（/，

槡， ，'/），面8
所以以 #（'，，槡， ，*），面%

所以以 #（'知，*，
/），由 面F#$面8，%，#$%7（*则$则/），

可知 面F所以以 #$面8所以以 ，%，所以以 #$%7所以以 ，

所以 F，所以以 #F面所以以 %面%所以以 %%，所以以 #'$面8所以以 %面%所以以 %

$%7所以以 #（所$'知，*，/'$），易知 平%所以以 #（*，*，

/），因为 F，易%平，所以 F，所以以 #所%平所以以 ，得到

所$'知#*，所以 $#
/
知
#

（知）由（/）知 8，所以以 #8%所以以 %%，所以以 #（/，'槡， ，/）%



（$，槡，$，'$）#（$%/，槡，$'槡， ，/'$）#

( 所
，
，'槡

知 ，
，

，
知
， ) ，面%所以以 #（'知，*，/），%7所以以 #

（/，槡， ，'/），
设平面 %面7的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·面%所以以 #'知"%/#*，

为·%7所以以 #"%槡，&'/#*，，
令 "#/，则 /#知，&#槡

，
，
，为# /，槡

，
，
，知( ) #

设直线 8，与平面 %面7所成的角为 ，，

则 ?A= ，#距>4?〈为，8，所以以 〉 距#
距为·8，所以以 距

距为距距8，所以以 距
#

知

槡所 ，
，

@槡所 知
，

#槡， :
/:

#

（，）设 面点所以以 #设面7所以以 #（'设，槡， 设，*），设因［*，

/］，则 平点所以以 #平面所以以 %面点所以以 #（知'设，槡，设，*），

由 Q，点，%三点共线，不妨设 平Q所
（（

#"平点所以以 %

（/'"）平%所以以 ，易知 平点/平%，

因为 平Q/%点，所以 平Q所
（（

·%点所以以 #平Q所
（（

·

（平点所以以 '平%所以以 ）#*，则 "平点所以以 知'（/'"）平%所以以 知 #*，

所以 "平点所以以 知 #/'"，

则 "#
/

平点所以以 知%/
# /
所设知'所设%(

，

即 7Q所以以 #7平所以以 %平Q所
（（

#（（知'设）"'/，槡，设"'槡， ，
/'"），

则 7Q所以以 知 #（所设知 '所设%(）"知 '（所设%:）"%( #
'所设'(

所设知'所设%(
%(#

记 4（设）#
'所设'(

所设知'所设%(
（设因［*，/］），

则 4:（设）#
;（知设知%(设'(）
（所设知'所设%(） 知 ，

令 知设知 %(设'( #*，解得 设#
'(%槡:(

所
（负

舍），

当 设因 *，
'(%槡:(

所[ ] 时，4:（设）（*，当 设因

'(%槡:(
所

，/( ] 时，4:（设））*，可知 4（设）在

*，
'(%槡:(

所[ ] 上 单 调 递 减， 在 区 间

'(%槡:(
所

，/( ] 上单调递增，

所以 4（设）在 设#
'(%槡:(

所 处取到极小值，

也为最小值，此时 7Q的长度最小，此时

$#面F
面8

# 面F
面F%F8

#

面F
F8

面F
F8

%/
#

面点
平8

面点
平8

%/
#

设
设%/

#/(
'槡:(
/:

#



此时!#¡>¢^£k时

'(
!#""考查点 正方体的棱切球

【解析】当球 作是正方体的棱切球时，球

作的半径 O/ #
（槡， ）

知
%（槡， ）槡

知

知
#槡:

知
#

当球 作是正方体的外接球时，
球 作 的 半 径 O知 #

（槡， ）
知
%（槡， ）

知
%（槡， ）槡

知

知
#，

知
#

所以球 作的半径 O因 槡:
知
，
，
知[ ] ，

球 作的表面积 2因［:，，8，］#
故选 故#

·#."突破点 三棱锥的外接球
【解析】如图，若球心 作在三棱锥 %'平面7
内，设 作/ 为1平面7的外接圆的圆心#连

接 %作/，平作/，平作#平作/ #
槡，
，

@槡， #/，设球

作的半径为 G，则 作作/ #知'G#因为 平作知 #
平作知

/%作作
知
/，所以 G知 #/%（知'G） 知，解得 G#

(
所
，三棱锥外接球的体积为

所
，

@，G， #

/知(，
所;

#若球心 作在三棱锥 %'平面7外，则

作作/ #G'知，同理由 G知 #/%（G'知） 知，解得

G#(
所
，此时 作作/ #G'知（*，不符合题意#

综上，该三棱锥的外接球的体积为
/知(，
所;

#

故选 +#

$#-"突破点 圆台的内切球、线面角
【解析】设圆台上底面半径为 O/，下底面
半径为 O知，
如图，取圆台的轴截面 平面78，作 7点/
平面，垂足为 点，

设内切球 作与梯形 平面78的两腰分别切
于点 F，，，与上下底面分别切于点 作知，
作/，可知 面7#O/%O知，面点#O知'O/#
由题意可知，圆台的母线与底面所成角

面#，
，
，

则
面点
面7

#
O知'O/
O/%O知

#/
知
，可得 O知 #，O/，



则 面7#所O/，面点#知O/，7点# 面7知'面点槡
知 #

槡知 ，O/，则 2圆台表 #，O知/%8，O
知
/%，（O/%，O/）@

所O/ #知:，O
知
/，

易知内切球 作的半径 O#槡，O/，

则 2球 #所，@（槡，O/）
知
#/知，O知/，

所以
2圆台表

2球

#
知:，O知/
/知，O知/

#/，
:
#

故选 -#
%#."突破点 利用导数求函数的最值、圆

锥的内切球
【解析】设圆锥的底面半径为 O，高为 1，
则 1知%O知 #，，

则圆锥体积 K#
/
， ，O知1#'

，
，
1，%，1，1因

（*，槡， ）#

设 4（1）#'，
，
1，%，1，1因（*，槡， ），

则 4:（1）#，（/'1）（/%1），

当 *（1（/ 时，4:（ 1） ）*，当 /（1（槡，
时，4:（1）（*，
所以 4（ 1）在（*，/）上单调递增，在（/，

槡， ）上单调递减，
所以当圆锥体积取得最大值时，1 #/，

O#槡知#
设圆锥内切球的半径为 G，则由圆锥轴截

面的面积可得
/
知
·知O1#

/
知
（知O%知槡，）G，

解得 G#槡:'知#
故选 +#

'#""突破点 正方体的外接球、正四面体
的内切球
【解析】如图，设正四面体 平面78的底面
面78的中心为点 F，连接 平F，8F#由正四
面体的性质得 平F/平面 面78#因为正四
面体 平面78的棱长为 知，所以1面78的高

为 知?A= ，
，

#槡， ，则 8F#知
，
@槡， #知槡，

，
，所

以 正 四 面 体 平面78 的 高 平F #

知知' 知槡，
，( )槡

知

#知槡:
，

#设正四面体 平面78

内切球的半径为 G，球心为 作，连接 作面，
作7，作8#由等体积法可得 K正四面体平面78 #

所K正三棱锥作'面78，即
/
，

@21面78@平F#所@
/
，

@

21面78@G，解得 G#/
所
平F#槡:

:
#因为正方

体的棱长为 记，所以正方体的外接球的半

径 O#槡
，
知
记则G#槡:

:
，故 记BCH#

槡知
，
#故选 故#

(#&"-"突破点 多面体的外接球、异面



直线所成的角
【 解 析 】 如 图 作 出 正 六 边 形
平/面/7/8/F/，/ 在平面 平面78F，上的射
影，设 平/，面/ 在下底面的射影分别为 平:/，
面:/， 连接 作平， 作平:/， 作面:/， 则 作平平分
7平:/作面:/，1平:/作面:/ 为等边三角形，所以

异面直线 作/平/ 与 作平所成的角为
，
:
，故

+错误#易知 作作/ 垂直于底面，所以
作作//平:/面:/，又 作平平分7平:/作面:/，所以
作平/平:/面:/，因为 作平'作作/ #作，作平，作作/0
平面 作/作平，所以 平:/面://平面 作/作平，又
平/面/易平:/面:/，所以 平/面//平面 作/作平，故 选
正确#设 平/面/ 的中点为 D，则 D在下底
面 平面78F，上的射影为 Q，上、下两底面
间的距离为 为，设该多面体外接球的半径

为 G，易知 作平#知，作Q#槡， ，等边三角形
平平/面/ 的 高 为槡， ， 所 以 为知 #（槡， ）

知
'

（知'槡， ）
知
#槡所 ，'所，G知 #知知% 为

知( )
知

#槡，%

，，从而所求外接球的表面积为（ 槡所 ， %
/知），，故 故正确#设直线 平面/ 与下底面
所成的角为 &，由 故选项分析可知 为#知

槡，'槡 / ，所以 ?A= &# 槡知 ，'槡 /
知

# 槡，'槡 / ，

故 -正确#故选 选故-#

图#&"突破点 四面体的外接球
【解析】依题意，可将四面体 平面78补形
为如图所示的直三棱柱 平面F'，78#因为
平面与 78所成的角为 :*即，所以787，#
:*即或 /知*即#设 78#"，7，#&，四面体
平面78的外接球半径为 G，外接球的球心
为作，1平面F的中心为作/，178，的中心
为 作知，连接 作/作知，7作知，7作#易知 作为
作/作知 的中点，平，易平面 面78F，所以点 平
到平面 面78F的距离等于点 ，到平面

面78F的距离，则K平'面78#K，'面78#
/
，
·面7·

2178，#
/
，

@知@
/
知
"&?A= :*即( ) #槡，

:
"&#

，槡，
知

，所以 "&#8#

在 以在1作7作知 中，G知 #作7知 #作作知
知 %7作

知
知 #

/%
8，

知?A=787，( )
知

#/%
/
，
8，知，

在178，中，由余弦定理得 8，知 #"知%&知'
知"&>4?787，，
显然，当787，#:*即时，8，更小，则外接
球的半径 G会更小，此时 8，知 #"知 %&知 '

"&，G知 #/%
/
，
（"知%&知'"&）,/%

/
，
（知"&'



"&）#/%
/
，
"&#所（当且仅当 "#&#， 时取

等号），所以 G,知，故四面体 平面78的外
接球半径的最小值为 知#故选 选#

*#""突破点 多面体的外接球

【解析】连接 F面，F7，F，，因为 %点/平面

平面78，平80平面 平面78，所以 %点/平8，

以点 点为坐标原点，点8，点%所在直线

分别为 &，/轴，平面 平面78内过点 点且

垂直于 平8的直线为 "轴建立如图所示

的空间直角坐标系，

则 7（，槡， ，，，*），8（*，:，*），%（*，*，:），

* ，槡，
知

，
8
知
，*( ) ，点（*，*，*），F（*，'，，，），

7F所以以 #（'，槡， ，':，，），

直线 面7的一个方向向量为 *#（*，/，*），

设平面 F面7的法向量为 &#（"，&，/），

则
&·7F所以以 #'，槡，"':&%，/#*，

&·*#&#*，， 取 "#/，

可得 &#（/，*，槡， ）#

设 %，所以以 #$%*所以以 #$ ，槡，
知

，
8
知
，':( ) #

( ，槡，
知 $，

8
知 $，':$) ，

则 F，所以以 #F%所以以 %%，所以以 #（ *， ，， ，） %( ，槡，
知 $，

8
知 $，':$) #( ，槡，

知 $，
8
知 $%，，，':$) ，

因为 F，0平面 F面7，所以 F，所以以 ·&#

，槡，
知 $%，槡，':槡，$#*，解得 $#知

，
，所以

点，所以以 #点%所以以 %知
，
%*所

（（

#（*，*，:）%（槡，，，，'所）#

（槡，，，，知），故点，的坐标为（槡，，，，知）#

设经过 ，，点，7，8四点的球的球心为

作（记，9，;），



由

作点#作7，

作点#作8，

作点#作，，
， 可得

记知%9知%;知 #（记'槡， ， ）
知
%（9'，） 知%;知，

记知%9知%;知 #记知%（9':） 知%;知，

记知%9知%;知 #（记'槡， ）
知
%（9'，） 知%（;'知） 知，

，
解得

记#槡， ，

9#，，

;#'知，
，

所以球 作的半径为 ，%8%槡 所 #所，

故经过 ，，点，7，8四点的球的表面积为

所，@/:#:所，#

故选 故#

+#."-"突破点 正三棱台的外接球问题

【解析】如图，延长 平平/，面面/，77/ 交于点

%#因为 平面#知平/面/，所以 平/面/ 为1%平面

的中位线#

因为 平平/ #槡: ，所以 %平#知槡: ，则 %平知 %

%面知 #所;#平面知，所以 %平/%面，同理可得

%平/%7#

因为 %面'%7#%，%面，%70平面 %面7，所

以 %平/平面 %面7，同理可得 %7/平面

%平面#又 面7/0平面 %面7，所以 %平/面7/，

即 平平//面7/，故 +正确#

设点 %在底面 平面7上的射影为 8，连接

78，%8，则 78#知
，

@槡，
知

@平面#所，所以

%8# %7知'78槡
知 # （知槡: ）

知
'所槡

知 #知槡知 ，

所 以 K三棱台平面7'平/面/7/
# K三棱锥%'平面7 '

K三棱锥%'平/面/7/
#K三棱锥%'平面7'

/
;

K三棱锥%'平面7#

6
;
K三棱锥%'平面7#

6
;
@/

，
@/

知
@平面知@?A= :*即@

%8#6槡: ，故 选错误#

设 %8与平面 平/面/7/ 的交点为 F，球 作

的半径为 G，连接 作8，作7，作7/，F7/，则

F7/ #知#

因为 8F#/
知
%8#槡知 ，所以当球心 作在

棱台内部时，（槡知'作8）
知
%知知 #作8知%所知，解



得 作8#'槡( 知
知

，不符合题意，当球心 作在

棱台外部时，G知 #（作8%槡知 ）
知
%知知 图，且

G知 #作8知 %所知 #，由图#解得 作8# 槡( 知
知

，

G#槡//所
知

，所以球 作的表面积为 所，G知 #

//所，，故 故正确#

取 平面的中点 J，连接 %J，8J，过点 作作

7%的平行线交直线 %J 于点 T，因为

%7/平面 %平面，所以 作T/平面 %平面#易

知 以在1%J8?以在1%作T，所以
%J
%作

#8J
T作

，所

以 T作#8J·%作
%J

#
知@( 槡知 知%槡

( 知
知 )

槡知 ，
#

槡， :
知

，所以球 作被平面 平/平面面/ 截得的圆

面的半径为 G知'T作槡
知 #槡/( ，所以截面

圆的周长为 槡知 /( ，，故 -正确#故

选 +故-#

GH·#¤�^¥¦kH

'(

!#."考查点 正方体的内切球、截面面积

【解析】正方体内切球的球心 作为正方

体中心，内切球的半径 G#/，以 8为原

点，8平所
（（

，87所以以 ，88/
所以以 的方向分别为 "，&，/轴

的正方向建立空间直角坐标系，如图，

则 作（/，/，/），点（ *，*，/），平（ 知，*，*），

7（*，知，*），

所以 平点所以以 #（'知，*，/），7点所以以 #（*，'知，/），

点作所以以 #（/，/，*）#

设平面 平点7的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·平点所以以 #'知"%/#*，

为·7点所以以 #'知&%/#*，， 令 "#/，则 &#/，

/#知，所以 为#（/，/，知），

则 作 到 平 面 平点7 的 距 离 为 #

距点作所以以 ·为距
距为距

#槡:
，
#

设平面 平7点截正方体的内切球所得截

面圆的半径为 O，则 O知 #G知'为知 #/
，
，所以



所求截面面积为
，
，
#

故选 +#

%&'( 正方体内切球的球心 作
为正方体中心，内切球的半径 G#/#连接
面8，设 平7，面8的交点为 F，连接 点F，
面点，面8/，

可得 点F易面8/，因为 点F0平面 平点7，
面8/B平面 平点7，所以 面8/易平面 平点7#

又点 作在 面8/ 上，

则 作到平面 平点7的距离等于点 面到平
面 平点7的距离，设为 为，

21平面7#
/
知
@知@知#知，21平点7#

/
知
@平7@点F#

/
知
@知槡知@ /%槡 知 #槡: ，

由 K面'平点7#K点'平面7得
/
，
@槡: 为#

/
，
@知@/，解

得 为#槡
:
，
#

设平面 平7点截正方体的内切球所得截面

圆的半径为 O，则 O知 #G知'为知 #/
，
，

所以所求截面面积为
，
，
#

·#."突破点 异面直线所成角
【解析】 在平行四边形 平面78中，平8知 %
面8知 #所 #平面知，则 平8/面8，7面/面8，即
面7:/面8，
又平面 面7:8/平面 7面8，平面 面7:8'
平面 7面8#面8，面7:0平面 面7:8，
所以 面7:/ 平面 7面8， 又 面70 平面
7面8，所以 面7:/面7#
如图， 以点 面为原点， 直线 面7， 面8，
面7:分别为 "，&，/轴建立空间直角坐
标系，

则 F
/
知
，*，*( ) ，7:（ *，*，/），8（ *，槡， ，

*），平（'/，槡， ，*），，( *，槡，知 ，
/
知 ) ，

所以 F，所以以 # '/
知
，槡

，
知
，
/
知( ) ， 平7:所以以 #（ /，

'槡， ， / ）， 则 距>4?〈 F，所以以 ， 平7:所以以 〉 距#

距F，所以以 ·平7:所以以 距

距F，所以以 距距平7:所以以 距
#

，
知

槡(
知
@槡(

#，
(
，

所以直线 F，与 平7:所成角的余弦值为
，
(
#故选 +#



$#""突破点 正方体的外接球、截面面积
的计算
【解析】如图，连接 面7/，平8/，
因为 平面/ 平面 面面/7/7， 面/70 平面
面面/7/7，所以 面/7/平面，又 面/7/面7/，
平面'面7/ #面，平面，面7/0平面 平面7/8/，
所以直线 面/7/平面 平面7/8/，
则 ，为过点 %且与平面 平面7/8/ 平行的
平面，易知点 作在平面 平面7/8/ 内，
则点 作到平面 ，的距离 为 就是平面
平面7/8/ 与平面 ，的距离#

因为 面/%
所以以 # /

，
面/7/
所以以 ， 所 以 为 # 知

，
·

面/7
知

#所槡知
，

，

又球 作的半径 G#知槡， ，所以 ，截球 作所

得截面圆的半径 O# G知'为槡
知 #知槡/8

，
，截

面圆的面积为
6:，
8

#故选 故#

%#-"突破点 翻折问题、三棱锥的外接球
【解析】在菱形平面78中，由7面平8#:*即，可
知1平面8，1面78，1平:面8为正三角形#
设 %为三棱锥 平:'面78的外接球球心，
取1平:面8，1面78的中心分别为 F，，，连
接 %F，%，，%7，%作，如图#

作7#槡，
知
面7#，，作，#/

，
作7#/，

易 知 1%，作， 1%F作， 则 7%作， #
/
知 7平:作7#:*即，则 %作# 作，

>4?:*即
#知#

在1%作7中，由余弦定理得 %7知 #%作知 %
7作知 '知 · %作· 7作· >4? :*即， 解 得

%7#槡6 ，

所以该球的表面积为 所，·（槡6 ）
知
#知;，#

故选 -#
'#&"突破点 翻折问题、五面体的体积

【解析】连接 平8，



由题意可知 平面/平7，平面/平D，因为 平7'
平D#平，平7，平D0平面 平78D，
所以 平面/平面 平78D，
又 平80平面 平78D，所以 平面/平8#
连接 面8，易知1面78为等边三角形，则
面7 # 面F # 面8 # 知， 可 得 平8 #

面8知'平面槡
知 #槡，#

易 知 1平面7， 1DF8， 则 8D#平7#

面7知'平面槡
知 #槡，#

取平D的中点*，连接8*，则8*/平D，可

得 8*# 8D知'D*槡
知 #槡知#

过 平作 平点/8D，垂足为 点，

由
/
知

平D·8*# /
知

8D·平点，得 平点#

平D·8*
8D

#知
@槡知

槡，
#槡知 :

，
#

因为 8D易平7，所以 平点/平7，
因为 平面/平面 平78D，平面0平面 平面7，所
以平面 平面7/平面 平78D，
又平面 平面7'平面 平78D#平7，平点0平
面 平78D，
所以 平点/平面 平面7，

所以该五面体的体积为 槡知 :
，

@ /
知

@/@

槡， #槡知#故选 选#
(#.&-"突破点 三棱锥与外接球、异面

直线所成的角、线面角
【解析】由题意可得 面%/平%，面%/7%，因
为 平%'7%#%，平%，7%0平面 %平7，
所以 面%/平面 %平7#

在1%平7中，%平#%7#知槡， ，平7#所，平7边

上的高为 （知槡， ）
知
'知槡

知 #知槡知 ，

所以 K%'平面7#K面'%平7#
/
，
@/

知
@所@知槡知@知#

;槡知
，

，故 +正确#

在 1%平7 中， >4? 7平%7 #
/知%/知'/:
知@知槡，@知槡，

#/
，
，

则 >4?〈 %平所以以 ， 面7所以以 〉 # %平所以以 ·面7所以以

距%平所以以 距距面7所以以 距
#

%平所以以 ·（%7所以以 '%面所以以 ）
知槡，@ /知%槡 所

# %平所以以 ·%7所以以 '%平所以以 ·%面所以以

;槡，
#

知槡，@知槡，@
/
，

;槡，
#槡，

:
，

所以直线 %平与直线 面7所成角的余弦

值为槡
，
:
，故 选正确#

21%面7#
/
知
%面·%7#知槡， ，设点 平到平面



%面7的距离为 为，

由 K平'%面7#K面'%平7，得
/
，
@槡知 ， 为#槡

; 知
，

，解得

为#槡
所 :
，

，

所以直线 %平与平面 %面7所成角的正弦

值为
为
%平

#

槡所 :
，

槡知 ，
#槡知 知

，
，故 故错误#

由 选选项知，>4?7平%7#/
，
，

则 ?A=7平%7#槡知 知
，

，

所以1%平7的外接圆的半径 O#
/
知

·

平7
?A=7平%7

#槡， 知
知

，

设三棱锥 %'平面7外接球的半径为 G，
外接球球心为作，1%平7外接圆圆心为作/，
如图，连接 作作/，作/7，作7，易知 作作//平
面 %平7，
又因为 面%/平面 %平7，

所以 作作/ #
/
知
%面，

则 G知 #O知 %
/
知
%面( )

知

#8
知

%/ #//
知
，所以

G#槡知知
知

，即三棱锥 %'平面7外接球的半

径为槡
知知
知

，故 -正确#

故选 +选-#

图#""突破点 圆锥中截面的有关计算
【解析】过点 作作 F，/平面，交底面圆于
F，，两点，连接 2作，8作，7作，作%，如图图
所示#

图图

设 2平#2面#知，则 87#/
知
平面#槡知 ，

所以当 8%的值最大时，
8%
87的值最大#

由圆锥的性质得 2作/底面圆 作，
因为 F，0底面圆 作，所以 2作/F，#
又 2作'平面#作，2作，平面0平面 2平面，所以
F，/平面 2平面#
因为 2平0平面 2平面，所以 2平/F，#
因为 7，作分别是 2平，平面的中点，所以
7作易2面，则 7作/2平#



因为 7作'F，#作，7作，F，0平面 7F，，所
以 2平/平面 7F，，则平面 7F，为截面#
因为 8，作分别为 2面，平面的中点，所以
作8易2平，所以 作8/平面 7F，，
因为 作%0平面 7F，，所以 作8/作%，所

以 8%# 作8知%作%槡
知 # /%作%槡

知 ，
则当 作%的值最大时，8%的值最大，
如图#为截面 7F，的平面图，

图#
以 7为原点，7作所在直线为 "轴，建立
如图#所示的平面直角坐标系，

7作#/，作F#作，#槡知 ，作（/，*），则截口曲

线的方程为 &知 #知"（'槡知则&则槡知 ），

设 %
记知

知
，记( ) ，记因［'槡知 ，槡知 ］，则 作%的长

度为 /'
记知

知( )
知

%记槡
知 # 记所

所
%槡 / ，

所以当 记#'槡知 或 记#槡知 时，作%的值最

大，最大值为槡知 ，

则
8%
87的最大值为

/%（槡知 ）槡
知

槡知
#槡:

知
#

故选 故#
*#&"-"突破点 棱柱的截面、异面直线

所成的角
【解析】设直线，%交直线77/ 于点T，设

7T所以以 #所77/
所以以 （所)*）#

因为 7%所以以 #$7面/
所以以 #$（7面所以以 %77/

所以以 ）#知$7，所以以 %
$
所
7T所以以 *（$（

/
，( ) ，，，%，T三点共线，所

以 知$%
$
所
#/，解得 所# $

/'知$
，因为 *（$（

/
，
，所以 *（所（/，

所以点 T在线段 77/ 上#
设射线 ，T与射线 面/7/ 交于点 点，连接
F点交 7/8/ 于点 J，如图图所示#
在线段 平/平上取点 .，使 平/.#7T，在线段
平面上取点 上，使 平上#7/J，
连接 JT，F.，.上，上，，易知点 ，，%，T，J，F，
.，上共面，可得经过 %，F，，三点的直棱
柱的截面为六边形 ，TJF.上，故 +错误#

图图
连接 平7，平面/，如图图所示，因为 平/7/易



平7，所以7面/7平即为异面直线 面/7与
平/7/ 所成的角，设为 &#

在1平面/7中，面/平#面/7#知，平7#槡: ，所

以 >4?&#

槡:
知
知

#槡:
所
，故 选正确#

易知平面 平/7/8易平面 平7面/，面/70平面
平7面/，所以 面/7易平面 平/7/8#
点 %因面/7，所以点 %到平面 平/7/8的距
离为定值，所以三棱锥 %'平/87/ 的体积
为定值，故 故正确#
将1面7面/ 绕 面/7旋转，使点 平/，面/，面，
7，8共面，如图#所示，连接 平/面，则
平/%%面%,平/面#
过 面作 面Q/平/面/，垂足为 Q#

在1面面/7中，面面/ #/，面7#槡， ，7面/面7#
8*即，所以7面面/7#:*即，7面面/Q#，*即，则

面/Q#槡，
知
，面Q#/

知
，

所以 平/面# 槡，%
槡，
知( )

知

% /
知( )槡

知

#槡6 ，

故 平/%%面%的最小值为槡6 ，故 -正确#故
选 选故-#

图#
+#."-"突破点 直棱柱的截面、线线位

置关系的判定

【解析】当 (#/ 时，面%所以以 #$面7所以以 %面面/
所以以 （*则

$则/），则 面/%
所以以 #$面7所以以 （*则$则/），故点 %

在线段 面/7/ 上运动，
因为 面/7/易平面 8面7，所以三棱锥 %'
8面7的体积为定值，故 +正确#

当 $#/
知 时，取线段 面7的中点 F，连接

F*，面/F，8面/，如图图，易得点 %在线段
F*上运动，
当点 %与点 F重合时，因为底面 平面78
为菱形，且7面平8#:*即，
所以 8面#87，因为 F为线段 面7的中
点，所以 8F/面7，

又 平面#平平/ #所，所以 8F#知槡， ，由题可知
面/面/平面 平面78，因为 面F，面80平面
平面78，所以 面/面/面F，面/面/面8，
则 面/面

知%面F知 #面/F
知，面/面

知%8面知 #8面知
/，所

以 面/F#知槡( ， 8面/ #所槡知 ， 即 8面知
/ #

面/F
知%8F知，

所以 F8/F面/，即 %8/%面/#
连接 8*，当点 %与点 *重合时，因为

面/*#知，8面/ #所槡知 ，*F#所，
*F/8F，所以 *F知 %8F知 #8*知，则 8*#

知槡6 ，即 8面知
/ #面/*

知%8*知，



所以 *8/*面/，即 %8/%面/，
故 选错误#

图图

当 $%(#/
知 时，取 面7中点记为 F/，取

面面/ 中点记为 ，，连接 F/，（图略），则点
%在线段 F/，上运动，设点 7关于直线
F/，的对称点为 7:，
连接 *7:（图略），此时点 *，F/，7:三点
共线，则 %*%%7,*7:，当且仅当点 %与
点 F/ 重合时，%*%%7取得最小值 :，
故 故正确#

当 $#*，(#
/
知 时，%为 面面/ 的中点，

取 面平上靠近点 面的四等分点 ?，连接
8点，?%， 如图 # 所示， 易知 1%面??
188/点，%?易8点，则 8，点，%，?四点共

面#取线段 面/7/ 上一点 ]，使 7/]#;
，
，

连接 点]，]%，8?，因为
7/点
平?

#
7/]
平8

#知
，
，

7]7/点 # 78平?， 所 以 1平?8 ?
17/点]，易知 点]易8?，所以 点，]，8，?
四点共面，所以平面 8%点截该直棱柱所
得截面为五边形 8?%]点#

易知 面/]#所
，
，]%# 槡知 /，

，
，8点# 槡知 ( ，

?%#槡( ，

8?# 所知%，知'知@所@，>4?:*槡 即#槡/， ，

点] # 知知% ;
，( )

知

'知@知@
;
，
>4?:*槡 即#

槡知 /，
，

，"

故平面 8%点截该直棱柱所得截面周长为

槡知 /，
，

%槡知 (%槡(%槡/，%
槡知 /，
，

#槡8 (%槡6 /，
，

，

故 -正确#

图#
故选 +故-#

!,#突破点 证明线面平行、已知线面角求
线段长
（/）【证明】在线段 7*上取一点 的，使

得 *的#知
，
*7，连接 %的，面的，如图图#



因为 *%所以以 #知
，
*，所以以 ，所以 %的易，7，且 %的#

知
，
，7#知#

因为 平面易78，面F#知，所以 %的易面F，且
%的#面F，
所以四边形 F面的%是平行四边形，所以
F%易面的#
因为F%B平面面7*点，面的0平面 面7*点，
所以 F%易平面 面7*点#

图图
（知）【解】以 ，为坐标原点，，*，，F所在
直线分别为 "，/轴，过点 ，且垂直 ，*
的直线为 &轴，建立如图#所示的空间
直角坐标系，

图#

则 F（*，*，知），7( '，
知
， 槡
， ，
知

，* ) ，F7所以以 #

( '，
知
， 槡
， ，
知

，'知 ) #
设%（记，*，*）（记,*），则F%所以以 #（记，*，'知）#
设平面 7F%的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·F7所以以 #'，

知
"%槡

， ，
知

&'知/#*，

为·F%所以以 #记"'知/#*，
，

令 "#知，则 为# 知， 槡
知 ， （知记%，）

8
，记( ) #

直线 ，*的一个方向向量为 &#（/，*，
*）#

距>4?〈 &， 为〉 距# &·为
距&距距为距

#

知

所% 槡知 ， （知记%，）
8[ ]

知

%记
槡

知

#知
(
，

解得 记#， 记#'
/66
所， 舍去( ) #

故 %，#，#
!!#突破点 证明线面平行、求线面角的正

弦值
（/）【证明】如图，取 面7的中点 的，连接
F的，点的，

由题知，平F易面7，平F#/
知
面7，所以 平F易

面的且 平F#面的，
所以四边形 平面的F为平行四边形，
所以 F的易平面，又 ，7易平面，所以 F的易，7#
因为F的B平面%7，，，70平面%7，，所
以 F的易平面 %7，#



在1%面7中，点，的分别为 %面，面7的中
点，所以 点的易%7#
因为 点的B平面 %7，，%70平面 %7，，
所以 点的易平面 %7，#
因为 F的'点的#的，F的0平面 F点的，
点的0平面 F点的，
所以平面 F点的易平面 %7，，又 F点0平
面 F点的，所以 F点易平面 %7，#

（知）【解】取 F，的中点 作，连接 作%，如
图所示，
在 以在1%F，中，%F#%，#知，%作/F，，

且 %作#槡知#
因为平面 %F，/平面 平面7，F，且平面
%F，'平面 平面7，F#F，，
所以 %作/平面 平面7，F，
以 作为坐标原点，作%所在直线为 /轴，
过点 作分别作与 面7平行的直线为 "
轴，与 平面平行的直线为 &轴，建立如图
所示的空间直角坐标系，则 %（ *， *，

槡知 ），平（，，'/，*），面（，，(，*），7（'/，(，

*），，（'/，/，*），点( ，
知
，
(
知
，槡

知
知 ) ，

所以 %，所以以 #（'/，/，'槡知 ），7，
所以以 #（*，'所，

*），平点所以以 #( '，
知
，
6
知
，槡

知
知 ) #

设平面 %7，的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·%，所以以 #*，

为·7，所以以 #*，， 即
'"%&'槡知/#*，
'所&#*，， 所

以 "#'槡知/，
&#*，，

取 /#/，得平面 %7，的一个法向量为

为#（'槡知 ，*，/） ，设直线 平点与平面
%7，所 成 的 角 为 &， 则 ?A= &#距>4?

〈平点所以以 ，为〉 距#
距平点所以以 ·为距

距平点所以以 距距为距
# 槡， 知

知
%槡知

知
·

[ '，
知( )

知

% 6
知( )

知

%槡知
知( )槡

知

@

（'槡知 ）
知
%/槡

知 ] # 槡知 /*
/(

，

所以直线 平点与平面 %7，所成角的正

弦值为 槡知 /*
/(

#

为H$#§c^¨©/ª«EkH

'(
!#&"考查点 三棱锥的体积

【解析】由题意知，平面#78#面7#/，则

1平面7的面积 2#
/
知
@/@/#

/
知
，



设点 %到平面 平面7的距离为 1，

则 K平'%面7#K%'平面7#
/
，
1@2#

/
:
1#

要使三棱锥 平'%面7的体积最大，则需 1
最大，根据图形可得，
当 点*易78，且 7点/平面 平面7时，1 最

大，最大值为 /，故（K平'%面7）BCH#
/
:
#

故选 选#

·#""突破点 动点的轨迹问题、四面体的
外接球
【解析】如图，将四面体 平面78放置在一
个长方体中，

由题可知长方体的长、宽、高分别为
知槡/所 ，知槡知 ，知槡知 ，
则 长 方 体 的 体 对 角 线 长 为

知（知槡知 ）
知
%（知槡/所 ）槡

知
#:槡知 ，

则四面体 平面78外接球的半径 G#，槡知#

因为 点平#所槡， ，动点 点在四面体 平面78
的外接球的球面上，所以点 点的轨迹为
一个圆，设其半径为 O，

则 O知 %（G% G知'O槡
知 ）

知
#（所槡， ）

知
，即 O知 %

（，槡知% /;'O槡
知 ）

知
#（所槡， ）

知
，解得 O#所；

或 O知 %（G' G知'O槡
知 ）

知
#（所槡， ）

知
，即 O知 %

（，槡知' /;'O槡
知 ）

知
#（所槡， ）

知
，此时无解#

故所求轨迹长度为 知，O#;，#
故选 故#

$#&"突破点 基本不等式、三棱锥的外接
球、球的表面积
【解析】由题易知1平7点是等腰直角三
角形，则1平7点外接圆的圆心 作/ 为 平点
的中点，连接 面作/，
过 作/ 作平面 平面7的垂线 作/作知，则三棱
锥 %'平7点外接球的球心 作在 作/作知 上#
过点 %作 %*/作/作知 交 作/作知 于点 *，易
知四边形 面%*作/ 为矩形，

在1点面作/ 中，平作/ #作/点#槡知
知
，面点#/，由

余弦定理得 面作知
/ #

/
知

%/'知@槡
知
知

@/@



>4?/，(即#
(
知
，

所以 %*#面作/ #
槡/*
知

#

设 作作/ #线，面%#(，三棱锥 %'平7点的外
接球的半径为 G，

则 G知 #槡知
知( )

知

%线知 # 槡/*
知( )

知

%（线'(） 知，

则 (知%知#知线(，当 (#* 时等式不成立，所
以 (）*，

所以 线#(知%知
知(

#(
知
%/

( ,知
(
知
·

/
(槡 #

槡知 ，当且仅当 (#槡知时等号成立，

所以 G知 #槡知
知( )

知

%线知,
/
知
%（槡知 ）

知
#(

知
，

则三棱锥 %'平7点的外接球表面积的最
小值为 /*，#故选 选#

%#.&""突破点 线线平行、四面体的体
积、异面直线所成角、点到平面的距离
【解析】如图，连接 平/8，面8，
因为 F是侧面 平平/8/8的中心，，是底面
平面78的中心，
所以 F为 平/8的中点，，为 面8的中点，
所以在1平/面8中，F，为1平/面8的中位
线，即 F，易平/面，+正确；
因为 平8易面7，平8B平面 平/面7，面70平面
平/面7，所以 平8易平面 平/面7，
又点 点在线段 平8上运动，所以点 点到
平面 平/面7的距离为定值，
又 21平/面7

为定值，所以四面体 点平/面7的
体积为定值，选正确；
以点 平为坐标原点，建立空间直角坐
标系，

则 F（*，槡， ，/），平/（*，*，知），面（知槡， ，*，

*），7（知槡， ，知槡， ，*），

则 平/面
所以以 #（知槡， ，*，'知），7面

所以以 #（*，'知槡， ，

*），F面所以以 #（知槡， ，'槡， ，'/），
设平面 平/面7的法向量为 &#（"，&，/），

则
&·平/面

所以以 #知槡，"'知/#*，

&·7面所以以 #'知槡，&#*，
，

令 "#/，则 &#（/，*，槡， ），
所以 点 F到 平 面 平/面7的 距 离 为 #

距F面所以以 ·&距
距&距

#槡，
知
，故正确；

，（槡， ，槡， ，*），F，
所以以 #（槡， ，*，'/），平/7

所以以 #

（知槡， ，知槡， ，'知），

则 >4?〈 F，所以以 ， 平/7
所以以 〉 #

F，所以以 ·平/7
所以以

距F，所以以 距距平/7
所以以 距

#



:%知
知@槡知 6

#槡知 6
6

，

故异面直线 F，与 平/7所成的角不为
，
，
，-错误#

故选 +选故#
'#.""突破点 线线垂直的判定、线面角、

四面体的体积、动点轨迹问题

【解析】当 %为 面7中点时，%面/
所以以 ·面7/

所以以 #
/
知
7面所以以 %面面/

所以以( ) · （ 面7所以以 % 77/
所以以 ） #

'/
知
面7所以以 %面面/

所以以( ) ·（面7所以以 %面面/
所以以 ）#'/%*%*%

/#*，所以 %面//面7/，故 +正确#
当点%与点平/ 重合时，7平/面/7/ #:*即为直
线%面/ 与平面面面/7/7所成角，故选错误#
当点 %到平面 平面/7/ 的距离最大时，四
面体 %平面/7/ 的体积最大，则点 %可以与
点 平/ 重合或点 %在棱 面7上，
当 点 % 与 点 平/ 重 合 时， K%'平面/7/

#

K平/'平面/7/
#K平'平/面/7/

# /
，

21平/面/7/
· 平平/ #

/
，
@/

知
@槡知 @槡知 @

槡，
知

@/#槡
，
:
#当点 %在

棱 面7上时，易知 面7易平面 平面/7/，则

K%'平面/7/
#K7'平面/7/

#K平'77/面/
# /

，
@ /

知
@/@

槡知@槡知 @槡，
知

#槡，
:
#综上，四面体 %平面/7/

的体积的最大值为槡
，
:
，故 故正确#

对于 -选项，若 %面/ #槡知 ，

在棱 面7上取点 8，使 面8#/，在棱 平面上
取点 F，使 面F#/，
取棱 平/7/ 的中点 Q，连接 面/Q，面8，面/F，

如图所示，则 面/Q#槡:
知
，Q7/ #

槡知
知
，

则点 %的轨迹由 平/F

) ，7/8

) ，8F) ，平/7/

)

构

成，且其所在圆的半径依次为 平/面/ #槡知 ，

面/7/ #槡知 ，面8#/，Q7/ #
槡知
知
，圆心角依次

为
，
所
， ，
所
， ，
，
，，，

则 平/F

) ，7/8

) ，8F) ，平/7/

)

的长分别为槡
知，
所

，

槡知，
所

， ，
，
，槡

知，
知

，故点 %的轨迹的长为

，槡知%/
， ，，故 -错误#

故选 +故#



(#'(，
，
，8[ ] "突破点 空间距离公式的应

用、空间向量数量积的应用
【解析】如图，以 8为坐标原点建立空间
直角坐标系，

则 F（知，知，/），，（/，/，知），设 %（"，&，/），
因为 %，#知%F，

所 以 （"'/） 知%（&'/） 知%（/'知）槡
知 #

知 （"'知） 知%（&'知） 知%（/'/）槡
知 ，

整 理 可 得 "'
6
，( )

知

% &'
6
，( )

知

%

/'
知
，( )

知

#所
，
，

可知点 %的轨迹为以 Q
6
，
，
6
，
，
知
，( ) 为

球心，G#知槡，
， 为球半径的球面#

取 平平/，77/ 的中点分别为 点，*，连接
点*，%点，%*，设 点*的中点为 作，连接

作%，则 作点坐标为 ( ，
知
，
，
知
，
，
知 ) ，

则 %平所以以 %%平/
所以以 #知%点所以以 ，%7所以以 %%7/

所以以 #知%*所以以 ，

可得（%平所以以 %%平/
所以以 ）·（%7所以以 %%7/

所以以 ）#所%点所以以 ·

%*所以以 #所（%作所以以 %作点所以以 ）·（%作所以以 '作点所以以 ）#所 %作所以以 知 '

所 作点所以以 知 #所 %作所以以 知'/;，

又因为 作Q#(槡，
:

）G，所以 作在球 Q外，

则作Q'G则%作则作Q%G，即槡
，
: 则%作则

，槡，
知

，

可得（%平所以以 %%平/
所以以 ）·（%7所以以 %%7/

所以以 ）#所 %作所以以 知 '

/;因 '(，
，
，8[ ] ，

所以（%平所以以 %%平/
所以以 ）·（%7所以以 %%7/

所以以 ）的取值范围

是 '(，
，
，8[ ] #

图#知，"突破点 立体几何中的轨迹问题

【解析】由题意可知 %平#%面#%7#，槡知 ，
平面#平7#面7#:，
则 %平知%%面知 #平面知，%平知 %%7知 #平7知，%面知 %
%7知 #面7知， 则 %平/ %面， %平/ %7，
%面/%7#

图图



因为三棱锥 %'平面7为正三棱锥，所以点
%在底面 平面7内的射影为1平面7的中
心 作，
取 平面的中点 点，连接 7点，%作，如图图所

示， 则 7作 # 知
，

7点 # 槡知 ， ， %作 #

%7知'7作槡
知 #槡:#

设点 8在平面 %平面，平面 %平7，平面 %面7
内的射影分别为 ，，.，上，
根据三棱锥 %'平面7的结构特征，可以以
8，，8.，8上为棱作长方体 %F，D'Q.8上，
如图图所示，
则 %平/平面 F，8.，连接 8F，8D，8Q，
%8，因为8F0平面F，8.，所以%平/8F，
即 为/ #8F，
同理可知 为知 #8D，为， #8Q#
由 长 方 体 的 性 质 可

知

为知
/ #%Q

知%%D知，

为知
知 #%F

知%%Q知，

为知
， #%F

知%%D知，

%8知 #%F知%%D知%%Q知，











可得 为知
/%为

知
知%为

知
， #知%8

知 #知*，即 %8知 #/*#
因为 %作/平面 平面7，作80平面 平面7，

所以 %作/作8，所以 作8# %8知'%作槡
知 #

知，可知点 8在以点 作为圆心，半径 O#知
的圆上，

图#
因为 作点（O，所以 平面与圆 作相交，所以
点 8的轨迹为图#中的实线圆弧，
设圆 作与 平面交于 2，?两点，如图#所

示，则 2?#知点?#知 O知'作点槡
知 #知，

易知1作2?为等边三角形，则72作?#，
，
，

结合对称性可知点 8运动路径的长度为

知，O'，@知@
，
，

#知，#

*#考查点 面面垂直的判定、面面角的
求法
【解】 （ /） 平面 平F，/平面 %面7，证明
如下#
因为 %平/平面 平面78，面70平面 平面78，
所以 %平/面7#
又 面7/平面，平面'%平#平，平面，%平0平面
%平面，所以 面7/平面 %平面#
因为 平F0平面 %平面，所以 面7/平F#
因为 %平#平面，F为线段 %面的中点，所以
平F/%面#
因为 面7'%面#面，面7，%面0平面 %面7，
所以 平F/平面 %面7#又 平F0平面 平F，，
所以平面 平F，/平面 %面7#



（知）由题可知，平面，平8，平%两两垂直，以平
为原点建立如图所示的空间直角坐标
系，设 面7#知，面，#设，则 设因［*，知］，

则 平（ *，*，*），F（ /，*，/），，（ 知，设，*），
%（*，*，知），7（知，知，*），8（*，知，*），

则 平F所以以 #（/，*，/），平，所以以 #（知，设，*），%7所以以 #（知，

知，'知），%8所以以 #（*，知，'知）#
设平面 平F，的法向量为 +#（"/，&/，//），

则
平F所以以 ·+#"/%// #*，

平，所以以 ·+#知"/%设&/ #*，，
令"/ #设，则&/ #'知，// #'设，则+#（设，'知，'设）#
设平面 %78的法向量为 ,#（"知，&知，/知），

则
%7所以以 ·,#知"知%知&知'知/知 #*，

%8所以以 ·,#知&知'知/知 #*，， 令 &知 #/，

则 /知 #/，"知 #*，则 ,#（*，/，/），

由 题 意 得
距+·,距

距+距·距,距
#

距'知'设距

设知%（'知） 知%（'设）槡
知 · /知%/槡

知
#>4?，

:
#

槡，
知
，解得 设#/，故

面，
面7

#/
知
#

+#突破点 线线垂直的证明、线面角的
应用
（/）【证明】在三棱柱 平面7'平/面/7/ 中，取
面7的中点 F，连接 平F，平/F，如图所示#
在1平/平面和1平/平7中，
平面#平7，
7平/平面#7平/平7，
平平/ #平平/，

，
G1平/平面，1平/平7，
G平/面#平/7#
由 平/面#平/7， F面#F7， 得 平/F/ 面7，
同理，平F/面7#
F平/F'平F#F，平/F，平F0平面 平/平F，
G面7/平面 平/平F#又 平平/0平面 平/平F，
G面7/平平/#

（知）【解】存在，点 8在 7/7上靠近 7/ 的
三等分点处#在1平面7中，平面/平7，平面#

平7#知，则 平F#7F#面F#槡知#
在1平/平面中，F平面#平平/ #知，7平/平面#
知，
，
，G平/面#知槡， ，同理 平/7#知槡，#



在等腰三角形 平/面7中，F平/面#平/7#

槡知 ， ，面F#7F#槡知 ，G平/F#槡/*#
在1平F平/ 中，由余弦定理得>4?7平/F平#

知%/*'所
知@槡知@槡/*

#槡知 (
(

，

则 ?A=7平/F平#
槡(
(
#

以 F为原点，直线 F平，F面分别为 "，&轴
建立如图所示的空间直角坐标系#
由 （ /） 知 面7/平面 平/平F，面70平面
平面7，G 平面 平/平F/ 平面 平面7， 平面
平/平F'平面 平面7#F平，在平面 平/平F内过
点 平/ 作 平/Q/平面 平面7，交平面 平面7于
点 Q，则 Q在 F平上#
F平/Q/平面 平面7，FQ0平面 平面7，
G平/Q/FQ，

G平/Q#平/F·?A=7平/F平#槡/*@
槡(
(
#槡知，

则FQ# （槡/*）
知'（槡知）槡

知 #槡知 知，

则 平/（ 槡知 知 ，*，槡知 ），平（槡知 ，*，*），面（*，槡知 ，

*），7（*，'槡知 ，*），

则 平/面
所以以 #（' 槡知 知 ，槡知 ，'槡知 ），面7所以以 #（ *，

'槡知 知 ， * ）， 平平/
所以以 #（槡知 ， *，槡知 ）， 平7所以以 #

（'槡知 ，'槡知 ，*）#
设平面 平/面7的法向量为 &#（"，&，/），

则
&·平/面

所以以 #'槡知 知"%槡知&'槡知/#*，

&·面7所以以 #'槡知 知&#*，，
令 "#/，则 &#（/，*，'知），

设 78所以以 #设77/
所以以 #设平平/

所以以 #（槡知设，*，槡知设），*则
设则/，

则 平8所
（（

#平7所以以 %78所以以 #（槡知 （设'/），'槡知 ，槡知设），
由直线 平8与平面 平/面7所成角的正弦

值为槡
6*
/所

，

得 距>4?〈 平8所
（（

， &〉 距# 距平8所
（（

·&距

距平8所
（（

距距&距
#

槡距知 （设%/）距

槡知 ( 设知'设%槡 /
#槡6*

/所
，

解得 设#
知
， 或 设#

，
知
（舍去）#

故 8在 7/7上靠近 7/ 的三等分点处#

789%:;

)*
!#""创新点 新情境

【解析】根据正切函数的周期性，在题图
#中，平行于直线 &#所 的任一直线与曲

线 &#在C= "( '，
知
（"（

，，
知 且 ")

，
知 ) 的两

个交点的距离都为 ，#
构造一个底面直径为 ，，高为 ; 的圆柱
作，作所，并与水管置于同一水平面上，
用距离圆柱 作，作所 上底面为 1 的平面分
别去截水管、圆柱 作，作所，如图故，%所



示，则所得截面圆 作(、圆 作: 的面积都

为
，，

所
，

故根据祖 原理，水管和圆柱 作，作所 的体
积相等， 而圆柱 作，作所 的体积为 ，@

，
知( )

知

@;#知，，，所以水管的体积为 知，，#

故选 故#

·#&"-"创新点 新情境
【解析】如图，记 作/，作分别是正六棱台
上、下底面的中心，*，点分别是棱 平/面/，
平面的中点，连接 作/平/，作/*，*点，作作/，
作平，作点，

由已知可得每个侧面等腰梯形的面积为

知/槡，
:

#6槡，
知

，

所以等腰梯形 平面面/平/ 的高为 *点#

6槡，
知

/
知
@（，%所）

#槡， ，

由此可得该正六棱台的高为 作作/ #

，'
，
所
@（所'，）槡

知 #，
知
，+错误；

由正棱台的性质可知 *点/平面，作点/
平面，则 侧 面 与 下 底 面 的 夹 角 为 ，#
7*点作，"

因为在直角梯形 *点作作/ 中，*点#槡， ，

作作/ #
，
知
，所以 ?A= ，#

，
知

槡，
#槡，

知
，

易知 ，为锐角，所以 ，#
，
，
，选正确；

由正棱台的性质及线面角的概念可知，
侧棱与下底面所成角为 &#7平/平作，

在直角梯形 平/平作作/ 中，作作/ #
，
知
，平/作/ #

，，平作#所，得 在C= &#

，
知

所'，
#，

知
，

所以 ?A= &#
，

知知%，槡
知
#，槡/，

/，
，故正确；

该棱台上底面面积 2/ #:@
槡，
所
@8#

知6槡，
知

，



下底面面积 2知 #:@
槡，
所
@/:# 槡知所 ， ，

故该棱台的体积为 K# /
，

@( 槡知6 ，
知

%

槡知所 ，% 槡知6 ，
知

@ 槡槡 知所 ， ) @，
知

# 槡/// ，
所

，-

正确#故选 选故-#

$#6" 槡，
，
，
/
知， }"创新点 新定义

【解析】图情形一：分别取 平面，平7，平8的
中点 点，F，，，连接 点F，F，，点，，如图
所示，

由中位线性质可知 点F#F，#槡知
知
，

此时平面 点F，为 为的一个 / 阶等距
平面，

线为正四面体高的一半，即 线#/
知
@槡:

，
@

槡知 #槡，
，
#

由于正四面体有 所 个面，故这样平行于
其中一个面的 / 阶等距平面 ，，有 所 种情

况，且这些情况下的 线均为槡
，
，
#

#情形二：分别取 平面，平7，78，8面的中
点 %，的，G，2，连接 %的，的G，G2，%2，

将此正四面体放置在棱长为 / 的正方体
中，如图所示，易知 平8易平面 %的G2，面7易
平面 %的G2，

则 线为正方体棱长的一半，即 线#/
知
#

由于正四面体的六条棱中有 ， 组对棱互
为异面直线，

故这样平行于其中一组异面直线的 / 阶
等距平面 ，，有 ， 种情况，且这些情况下

的 线均为
/
知
#

综上，当 线的值为槡
，
， 时，，有 所 个；当 线

的值为
/
知 时，，有 ， 个#



所以符合条件的 ，有 6 个，线的所有可

能取值构成的集合是 槡，
，
，
/
知， }#

%#创新点 新定义

【解】 （/）由题可知 平F所以以 #"+%&,，平平/
所以以 #知，，

则 平/F
所以以 #"+%&,'知，（提示：斜坐标的本质

是将空间中的向量用基底表示后的系
数），

由题可知 +·,#*，+·，#
/
知
， ,·，#

/
知
#

F平/F/平面 平面78，G
平/F
所以以 ·平面所以以 #*，

平/F
所以以 ·平8所

（（

#*，，
即

（"+%&,'知，）·+#'/%"#*，
（"+%&,'知，）·,#'/%&#*，，

则 "#/，&#/，

则 平/F
所以以 的斜坐标为［/，/，'知］#

（知）由题可得 平，所以以 #+%，，平8/
所以以 #,%知，，

设平面 平8/，的法向量为 !#5+%6,%线，
（提示：设斜坐标系下的法向量，通过求
解法向量方程组并赋值求得法向量），

由
平，所以以 ·!#*，

平8/
所以以 ·!#*，， 得

（+%，）·（5+%6,%线，）#5%
线
知
%5

知
%6

知
%线#*，

（,%知，）·（5+%6,%线，）#6%
线
知
%5%6%知线#*，，

即

，
知
5%

，
知
线%6

知
#*，

知6%5%
(
知
线#*，，

取 线#/*，可得 5#'6，6#'8，

即 !#'6+'8,%/*，#

则距!距知 #（'6+'8,%/*，） 知 #所8%;/%/**'

6*'8*#6*#

由（/）可知 平/F/平面 平面78，

且 平/F
所以以 #+%,'知，，

则距平/F
所以以 距知 #（+%,'知，） 知 #/%/%所'知'知#知，

平/F
所以以 ·!#（+%,'知，） （'6+'8,%/*，）#'6%

('8%(%6%8'知*#'/*，

则 距>4?〈 平/F
所以以 ， ! 〉 距#

距平/F
所以以 ·!距

距平/F
所以以 距距!距

#

/*

槡知@槡6*
#槡，(

6
，

即平面 平8/，与平面 平面78的夹角的余

弦值为槡
，(
6

#

值为

刷小题
!#&"命题点 圆柱、圆锥的侧面积公式，



圆锥的体积公式
【解析】设圆柱、圆锥的底面半径为 O，则

圆锥的母线长为 O知%（槡， ）槡
知 # O知%槡 ，#

又圆柱与圆锥的侧 面 积 相 等， 所 以

知，O·槡， #，O O知%槡 ， ，解得 O#，，所以圆

锥的体积 K#/
， ，@，知 @槡， # 槡， ，，，故

选 选#
·#-"命题点 四棱锥的结构特征，线面、

面面的位置关系，棱锥的高
【解析】四棱锥的
底面是边长为 所

的 正 方 形， 且
%平#%面#所，%7#

%8#知槡知 ，如图，设 平面，78的中点分别为
F，，，连接 F，，%F，%，，则 %F/平面，%，/
78#FF，/78，%，/78，F，'%，#，，
F，0平面 %F，，%，0平面 %F，，G78/
平面 %F，#又 780平面 平面78，G平面
%F，/平面 平面78，且平面 %F，'平面
平面78#F，#过点 %作 %作/F，于点 作，

则 %作0平面 %F，，则 %作/平面 平面78#

在1%F，中，由题可求得 %F#知槡， ，%，#

知，F，#所，G%F知 %%，知 #F，知，G7F%，#

8*即，根据面积相等可得 %作·F，#%F·

%，，即 所%作#知槡，@知，得 %作#槡，#故选-#

$#.&-"命题点 空间几何体的综合问题
【解析】对于+选项，正方体内切球的直径
为 / B，故+符合题意；

对于 选选项，如图，正方体内部最大的正

四面体棱长为 面平/ #槡知 B，槡知 B）/#所 B，

故 选符合题意；

对于故选项，圆柱底面直径为 *#*/ B，可忽
略不计，高为 /#; B，圆柱可看作长度为
/#; B的线段#如图，正方体的体对角线为

平7/ #槡， B（/#; B，故故不符合题意；

对于 -选项，圆柱高为 *#*/ B，可忽略
不计，底面直径为 /#知 B，圆柱可看作直



径为 /#知 B的圆#如图，F，，，D，Q，.，上为
各棱的中点，六边形F，DQ.上为正六边形，

其边长为槡
知
知

B，其内切圆直径 ，Q#槡，

，D#槡:
知

B， 槡:
知( )

知

#:
所
）（/#知） 知 #/#所所，

故 -符合题意#

%#.""命题点 圆锥的体积、侧面积计算
【解析】对于 +，依题意，圆锥母线长 N#
%平#%面#知，%作#%平·>4?:*即#/，平作#

面作#%平·?A= :*即#槡， ，所以底面圆的半

径 O#槡， ，圆锥的体积为
/
， ，·（槡， ）

知·

/#，，故 +正确；
对于 选，该圆锥的侧面积为 ，ON#，·

槡，·知#知槡，，，故 选错误；
对于 故，如图，取 平7的中点 点，连接 %点，
作点，则 作点/平7，又因为 %平#%7，所以
%点/平7，故7%点作为二面角 %'平7'作
的平面角，即7%点作#所(即，所以在C= 所(即#
%作
作点

# /， 即 作点 # /， 所 以 平7 #

知 平作知'作点槡
知 #知 @ ，'槡 / #知槡知 ，故 故

正确；

对于 -，由选项 故可知，平7#知槡知 ，%点/

平7，%点# %平知' /
知
平7( )槡

知

# 所'槡 知 #

槡知 ，所以1%平7的面积为
/
知

%点·平7#

/
知
@槡知@知槡知 #知，故 -错误#故选 +故#

'#&"命题点 圆锥的体积

【解析】因为7平作面#/知*即，作平#作面#槡， ，
所以 平面#，#如图，设 平面的中点为 8，连

接 作8，则 作8#槡，
知
#又因为1%平面为等腰

三角形，面积为
8槡，
所

，连接 %8，则有
/
知
@

，@%8#8槡，
所

，所以 %8#，槡，
知

#在 以在1%作8

中，%作# %8知'作8槡
知 #槡: ，所以该圆锥

的体积为
/
，

@，（槡， ）
知
@槡: #槡: ，，故



选 选#

(#."命题点 三棱锥体积的计算
【解析】如图，取 平面的中
点点，连接%点，7点#由题
意可知，1%平面与1平面7
均为边长为 知 的等边三

角形，则 %点#7点#槡， ，

又 %7#槡: ，所以 %点知 %
7点知 #%7知，所以 %点/7点#又%点/平面，且
7点'平面#点，所以 %点/平面 平面7#因为

21平面7#
/
知
@知@槡， #槡， ，所以三棱锥 %'

平面7的体积为
/
，
·21平面7·%点#/

，
@槡，@

槡，#/，故选+#
图#""命题点 棱台的体积计算

【解析】由题意知棱台的两底面面积分别
为 /#所 @/*; B知 和 /O; @/*; B知，高为
/(6#('/所;#( #8（B），所以棱台的体积

K# /
，

@（ /#所 @/*; %/#; @/*; %

/#所@/*;@/#;@/*槡
; ） @8 #， @/*; @

（/#所%/#;%*#:@槡6 ） ） /O所，6 @/*8 ）
/#所@/*8（B，），故选 故#

*#"-"命题点 三棱锥的体积、线面垂直
的判定和性质
【解析】如图，连接 面8交 平7于 作，连接
作F，作，#设 平面#F8#知，面#知，则 平面#
面7#78#平8#知#由 F8/平面 平面78，
，面易F8，得 ，面/平面 平面78，所以 K/ #

KF'平78#
/
，
21平78·F8# /

，
·

/
知

平8·

78·F8# /
，

@ /
知

@知@知@知#
所
，
，K知 #

K，'平面7#
/
，
21平面7·，面#/

，
·

/
知
平面·面7·

，面#/
，

@ /
知

@知@知@/ #知
，
#F8/平面

平面78，平70平面 平面78，所以 F8/平7#
又平7/面8，且 F8'面8#8，F8，面80平
面 面8F，，所以平7/平面 面8F，#又作，0
平面 面8F，，所以 平7/作，#易知 面8#

知槡知 ，作面#作8#槡知 ， 作，# 作面知%，面槡
知 #

槡， ， 作F # 作8知%F8槡
知 #槡: ， F， #

面8知%（F8'，面）槡
知 # （知槡知）

知
%（知'/）槡

知 #
，，所以F，知 #作F知%作，知，所以 作，/作F，而
作F'平7#作，作F，平70平面 平7F，所以

作，/平面 平7F#又 平7#平F#7F#知 槡知 ，

所以 K， #K，'平7F#/
，

21平7F· 作，#/
，

·



槡，
所
平7知·作，#/

，
@槡，

所
@（ 槡知 知 ）

知
@槡， #知，

所以 有 K， ) 知K知， K， ) K/， K， #K/ %
K知，知K， #，K/，所以选项 +，选不正确，选
项 故，-正确，故选 故-#

+#""命题点 圆锥侧面展开图、扇形的面

积公式、圆锥的体积公式
【解析】设圆锥甲、乙的母线长为 G，高分
别为 1甲，1乙，底面圆的半径分别为 O甲，
O乙，侧面展开图的圆心角分别为 ，甲，，乙#

因为
2甲

2乙

#知，所以

/
知 ，甲 G知

/
知 ，乙 G知

#知，得
，甲

，乙

#知#

因为甲、乙侧面展开图的圆心角之和为

知，，所以 ，甲 #所，
，
，，乙 #知，

，
，所以甲、乙底

面圆周长分别为
所
， ，G，

知
， ，G，所以 O甲 #

知
，

G，O乙 # /
，

G#则 1知

甲
#G知 'O知甲 #G知 '

所
8
G知 #(

8
G知， 1知

乙
#G知 'O知乙 #G知'/

8
G知 #

;
8
G知，所以 1甲 #槡(

，
G，1乙 #知 槡知

，
G#根据

圆锥的体积公式，可得 K甲 #/
，
1甲 ，O知甲 #

/
，

@槡(
，

G@ 所
8
G知，# 所 槡(

;/
G，，， K乙 #

/
，
1乙 ，O知乙 # /

，
@知槡知

，
G@ /

8
G知，#

知槡知
;/

G，，，所以
K甲

K乙

#所槡(
知槡知

#槡/* ，故选 故#

!,#&"命题点 正四面体的结构特征、圆

的面积
【解析】设作为正三角形
平面7的中心，连接 %作，
平作，如图#在正三角形

平面7中，平作# 知
，

@槡，
知

@

:# 知槡，# 在 以在1%平作 中， %作 #

%平知'平作槡
知 # ，:'槡 /知 #知槡:#

当 %的#( 时， 根据勾股定理 作的#

%的知'%作槡
知 #/（槡， ，得 的点的轨迹是

以 作为圆心，/ 为半径的圆，则集合 ?

表示的区域的面积为 ，，故选 选#
!!#&"命题点 圆锥的侧面展开图，母线

长的计算



【解析】设圆锥的底面半径为 O，母线长
为 N，因为圆锥的侧面展开图是一个半

圆，所以 知，O#，N，即 N#知O# 槡知 知 ，所以

圆锥的母线长为 槡知 知 ，故选 选#"

!·#""命题点 解三角形在实际生活中的

应用

【解析】由题意可知，>4?，# O
O%，: ***

#

: 所**
: 所**%，: ***）

*#/(，所以从同步卫星

上可望见的地球的表面积 2#知，O知（/'

>4?，））知，O知（/'*#/(），此表面积与地

球表面积之比约为
知，O知（/'*#/(）

所，O知
#

*#;(
知

#*#所知(，故选 故#

!$#知，"
//(
知

"命题点 等比数列，圆柱的

体积
【解析】设升量器的高为 1/，底面半径

为O/，容积为K/，斗量器的高为 1知，底面

半径为O知，容积为K知，斛量器的高为 1，，

底面半径为 O，， 容积为 K，， 则 O/ #

:(
知

BB，O知 #
，知(
知

BB，O， #
，知(
知

BB，1， #

知，* BB，

K/ #，O
知
/1/ #

:(
知( )

知

，1/（BB
，），K知 #，O

知
知1知 #

，知(
知( )

知

，1知（BB
，），K， #，O

知
，1， #

，知(
知( )

知

@

知，*，（BB，）#

FK/，K知，K， 成等比数列且公比 6#/*，

GK/ ·6知 #K，，即
:(
知( )

知

，·1/ ·/** #

，知(
知( )

知

@知，*，，解得 1/ #
//(
知

BB，K知·

6#K，，即
，知(
知( )

知

，·1知·/*#
，知(
知( )

知

@

知，*，，解得 1知 #知， BB#G斗量器的高

1知 #知， BB，升量器的高 1/ #
//(
知

BB#

!%#槡
:
所
"命题点 圆台的体积公式

【解析】F圆台甲、乙的上、下底面半径均相

等，G
K甲

K乙

#
1甲

1乙

#
［知（O知'O/）］

知'（O知'O/）槡
知

［，（O知'O/）］
知'（O知'O/）槡

知
#

槡， （O知'O/）

知槡知 （O知'O/）
#槡:

所
#

!'#
6槡:
:

"命题点 棱台的体积

【解析】如图，连接 平7，面8交于点 作，

连 接 平/7/， 面/8/ 交 于 点 作/， 连 接
作作/，过点 平/ 作 平/Q/平7于点 Q，则



作作/ 为正四棱台 平面78'平/面/7/8/ 的高#

在等腰梯形 平/平77/ 中，平7#槡知 平面#

槡知 知 ，平/7/ #槡知 平/面/ #槡知 ， 则 平作#

/
知
平7#槡知 ，平/作/ #

/
知

平/7/ #
槡知
知
，所以

平Q#槡知
知
#又 平平/ #槡知 ，所以 平/Q#槡:

知
，所

以 作作/ #平/Q#槡:
知
， 所 以 正 四 棱 台

平面78'平/面/7/8/ 的体积为
/
，
@（/知%知知%

/知@知槡
知 ）@槡

:
知

#槡6 :
:

#

!(#知;"命题点 锥体、台体的体积公式

【解析】设原正四棱锥为 2'平面78，截去

的正四棱锥为 2'平/面/7/8/，作/，作分别

为正四棱台 平/面/7/8/ '平面78上、下底

面的中心，如图#

因为 平面#所，平/面/ #知，所以 作平#知槡知 ，

作/平/ #槡知#由截面平行于底面得
2作/

2作
#

作/平/

作平
#槡知
知槡知

#/
知
，又 2作/ #，，所以 2作#

:，作作/ #，，所以正四棱台 平/面/7/8/ '

平面78上、下底面的边长分别为 知 和 所，

高为 ，， 所 以 K台 # /
，

@（ 所 %/: %

/:@槡 所 ）@， #知; ( 另解：K台 #K2'平面78'

K2'平/面/7/8/
#/

，
@/:@:'

/
，
@所@，#知; ) #

!图#&-"命题点 空间线线、线面的位置

关系
【解析】如图，取 面/7/ 的中点 8/，由正

三棱柱的性质知 面7，平8，88/ 两两垂



直，则建立如图所示的空间直角坐标系
8'"&/，设正三棱柱 平面7'平/面/7/ 的高
为 1，底面边长为 知，则 8（ *， *， *），

平（*，槡， ，*），平/（*，槡， ，1），面（/，*，*），
面/（/，*，1），7（'/，*，*），7/（'/，*，1）#

对于 +，由于 平8所
（（

#（*，'槡， ，*），

平/7
所以以 #（'/，'槡， ，'1），

则 平8所
（（

· 平/7
所以以 #* @（'/） %（ '槡， ） @

（'槡， ）%*@（'1）#，)*，G平8与 平/7
不垂直，故 +错误；

对于 选，由于 面/7/
所以以 #（'知，*，*），平面

平平/8的一个法向量为 8面所以以 #（/，*，*），

又 面/7/
所以以 易8面所以以 ，G面/7//平面 平平/8，故 选

正确；

对于 故，由于 平/面/
所以以 #（ /，'槡， ， *），而

平8所
（（

#（*，'槡， ，*），显然 平/面/
所以以 与 平8所

（（

不共
线，G平8与 平/面/ 不平行，故 故错误；
对于 -，F77/易平平/，平平/0平面 平平/8，
77/B平面平平/8，G77/易平面平平/8，故
-正确#故选 选-#

%&'( 对 于 选， F 平平/ / 平 面
平面7，面70 平 面 平面7， G平平// 面7#又
平8/面7，平8'平平/ #平，平8，平平/ 0平面
平平/8，G面7/平面 平平/8，又 面/7/易面7，
G面/7//平面 平平/8，故 选正确#

!*#."命题点 空间中线面之间的位置
关系
【解析】对于图，因为 ，'的#线，线易(，所
以当 (0，时，(易的；
当 (0的 时，(易，；当 (B，且 (B的 时，
(易，且 (易的，故图正确#
对于#，因为 ，'的#线，线/(，所以 ( 与
，，的 的位置关系为在平面内、与平面平
行或相交，故#错误#
对于故，因为 (易，且 (易的，，'的#线，所
以 线易(，故故正确#
对于%，如图，在
正 方 体 平面78'
平/面/7/8/ 中，记平
面平88/平/ 为，，平
面 平面78为 的，则
直线 平8为 线，记
直线 面8/ 为 (，由正方体的性质可知
面8/ 与平面 平88/平/ 所成角为7平8/面，



则?A=7平8/面#平面
面8/

，面8/ 与平面 平面78

所成 角 为 78面8/， 则 ?A= 78面8/ #
88/

面8/

#?A=7平8/面，此时 面8/ 与 平8不垂

直，即 线与 ( 不垂直（另解：若 (易，，(易
的，此时在满足题意的情况下，线易(），故
%错误#故选 +#

!+#."命题点 平面与平面的垂直、平行
的判定
【解析】对于 +选项：在正方体 平面78'
平/面/7/8/ 中，因为 F，，分别为 平面，面7
的中点，所以 F，易平7，则有 F，/面8，又
由正方体的性质可得 F，/88/，又
面8'88/ #8，从而 F，/平面 面88/#又
因为 F，0 平 面 面/F，， 所 以 平 面
面/F，/平面 面88/，所以 +选项正确#
对于 选选项：因为平面 平/面8'平面
面88/ #面8，由选项 +知平面 面/F，/平
面 面88/，若平面 面/F，/平面 平/面8，则
面8/平面 面/F，，显然不成立，所以 选
选项错误#对于 故选项：由题意知直线
平平/ 与直线 面/F必相交，故平面 面/F，
与平面 平/平7有公共点，所以 故选项错
误#对于 -选项：如图，连接 平7，平面/，
面/7，易知平面 平面/7易平面 平/7/8，又因
为平面 平面/7与平面 面/F，有公共点
面/，故平面 平/7/8与平面 面/F，不平
行，所以 -选项错误#故选 +#

·,#&""命题点 直线与直线的位置关系
【解析】对于 +，取 点*的中点为 作/，连
接 作作/，易知作作//点*，作作/ 不与作%平
行，且 点*，作%在同一平面内，G点*与
作%不垂直，故 +错误#对于 选，如图图，
取面面/ 的中点F，面7的中点，，连接%F，
作，，F，，面/7，则 %，作，，，F四点共面#
FF，，分别为 面面/，面7的中点，GF，易
面/7#易知 面/7/点*，G点*/F，#又易知
作，/平面 面面/7/7，G作，/点*#又 F，'
作，#，，F，，作，0平面 %F，作，G点*/平
面 %F，作，又 %作0平面 %F，作，G点*/
%作，故 选正确#

图图
对于 故，如图#，连接 面8，面7/，面8/#
F作为下底面的中心，G点 作在 面8上
且为 面8中点，G作%易面8/#



由正 方 体 的 性 质 可 得 点*/ 面7/，
8/7//点*#
又 面7/ ' 8/7/ #7/， 面7/， 8/7/ 0 平
面 面7/8/，
G点*/平面 面7/8/，G点*/面8/，
G作%/点*，故 故正确#

图#
对于 -，如图故，取 平面，8点，*7/ 的中点
分别为 F，，，D，连接 %F，%D，F，，D，，则
点 作在 F，上，%，F，，，D四点共面#由
正方体的性质可知 %D/平面 点7/*8，
则 %D/点*，假设 点*/作%，又 %D'
作%#%，%D，作%0平面%F，D，G点*/平
面 %F，D，G点*/D，#易知 点*与 D，不
垂直，则假设不成立，故-错误#

图故
·!#&"命题点 正三棱台的体积、线面角

的正切值
【解析】设正三棱台 平面7'平/面/7/ 的高

为 1#F平面#:，平/面/ #知，G21平面7#
/
知
@

:@:@?A= ，
，

#8槡， ，21平/面/7/
#/

知
@知@知@

?A= ，
，

#槡，#F正三棱台 平面7'平/面/7/

的 体 积 K# /
，

（ 21平面7 %21平/面/7/
%

21平面7·21平/面/7槡 /
） 1 # /

，
@（8槡， %槡， %

8槡，@槡槡 ， ） 1 #

/，槡，
，

1#
(知
，
，G1#

所槡，
，

#如 图， 设

1平面7和1平/面/7/ 的中心分别为 作，
作/，连接 平/作/，作/作，平作，作 平/8/平面
平面7交平面 平面7于点 8，由几何体
平面7'平/面/7/ 为正三棱台可知，点 8在
平作上，且四边形 平/作/作8为矩形，其中
7平/平8即为直线 平/平与平面 平面7所成
的角#由 平面#:，平/面/ #知，可得 作平#知槡，，

作/平/ #
知槡，
， ( 提示：边长为 记 的正三角形

的中心到各 顶 点 的 距 离 为槡
，
，

记 ) ，



G平8#作平'作8#作平'作/平/ # 槡所 ，
，

，

G在C=7平/平8#
平/8
平8

#

槡所 ，
，

槡所 ，
，

#/#故选 选#

%&'( 将正三棱台补形为正三棱
锥 %'平面7#过点 %作 %作/平面 平面7于
点 作， 连 接
平作，则 平平/ 与
平面 平面7所
成的 角 即 为
7平/平作#根据
三角 形 相 似

可得，
%平/

%平
#
平/面/

平面
#知

:
#/

，
，

故
K%'平/面/7/

K%'平面7

# /
，( )

，

#/
知6

#

又 K平/面/7/'平面7
#(知

，
， 所以 K%'平/面/7/

# 知
，
，

K%'平面7#
(所
，

#/;#

又 K%'平面7#
/
，
@21平面7@%作#/

，
@8槡，@%作#

/;，解得 %作#知槡，#
根据正三棱锥的结构特征可得，作为

1平面7的重心，平作#知
，
@，槡， #知槡， ，所以

%作#平作，则 在C=7%平作#/#故选 选#

··#"" 命题点 二面角、直线与平面所
成角
【解 析 】 如 图，
设 平面的中点为
作， 连 接 7作，
8作， 则 7作/
平面， 8作/ 平面，
于是77作8即为二面角7'平面'8的平面角#

过点 8作 8F/平面 平面7，则点 F一定
落在 7作的延长线上，787F即直线
78与平面 平面7所成的角#不妨设 平面#

知，在以在1F作8中，8作#槡， ，7F作8#

/;*即'/(*即#，*即，则 8F#槡，
知
，F作#，

知
#

又 7作# /
知
平面#/， 所 以 F7# (

知
，

在C=787F#8F
F7

#槡，
(

$$$$$$$
( 另解：在18作7

中，根据余弦定理得 78知 #8作知 %7作知 '
知8作·7作·>4?/(*即#，%/%，#6#所以

?A=787F#
8F
78

#槡，
知槡6

，所以 在C=787F#

槡，
( ) ，故选 故#

·$#.&-" 命题点 线线角和线面角的



求解
【解析】 如图，在
正 方 体 平面78'
平/面/7/8/ 中， 因
为 面7/ / 面/7，
面7/ / 平/面/， 面/7
'平/面/ #面/，所以
面7/ / 平 面
平/面/78，所以 面7//8平/，面7//7平/，故
选项 +，选均正确；
设 平/7/'面/8/ #作，因为 平/7/ /平面
面面/8/8，所以直线 面7/ 与平面 面面/8/8
所成的角为77/面作，在 以在17/面作中，

?A=77/面作#
7/作
面7/

#/
知
，故77/面作#，*L，

故选项 故错误；
直线 面7/ 与平面 平面78所成的角为
77/面7#所(即，故选项 -正确#
故选 +选-#

·%#-"命题点 空间角的计算
【解析】在长方体 平面78'平/面/7/8/ 中，
设 平面#记，面7#9，77/ #;#连接 面8，
因为 面面//平面 平面78，
所以 面/8与平面 平面78所成的角为
7面8面/，即7面8面/ #，*L，

所以在C=7面8面/ #
槡，
，

# ;

记知%9槡
知
#图

因为 8平/平面 平平/面/面，所以 面/8与平
面 平平/面/面所 成 的 角 为 7平面/8， 即

7平面/8#，*L，所以 在C=7平面/8#槡，
，

#

9

记知%;槡
知
##

由图#可得 记#槡知9#槡知;，故+不正确#
过点 面作线段 平面/ 的垂线，垂足为 作，

连接 8作，由 +可知 面面/ #;，平面#槡知;，

平面/ #槡，;，则 面作#槡:
，
;，面/作#槡，

，
;，平作#

知槡，
，

;，又 平8#;，则 8作#槡知/
，

;，所以

8作知%面作知 #面8知，所以 面作/8作#
又因为 8作'平面/ #作，8作，平面/ 0平面
平面/8，所以 面作/平面 平面/8，即 面作/平
面平面/7/8，所以 平面与平面 平面/7/8所成
的 角 为 7作平面#在 以在1平作面 中，

?A=7作平面#

槡:
，
;

槡知;
#槡，

，
，故 选不正确#因为

平7# 记知%9槡
知 #槡，;，7面/ # 9知%;槡

知 #槡知;，
故 故不正确#易知 面/8与平面 面面/7/7

所成的角为78面/7，而 87#面/7#槡知;，
且 87/面/7，所以78面/7#所(L，故 -
正确#故选 -#



·'#&"命题点 传统文化在立体几何中的
应用
【解析】画出赤道和纬度的截面图，作平
与地球赤道所在平面所成角为7平作面#
因为点 平处的纬度为北纬 所*即，所以
7平作面#所*即#过点 平且与 作平垂直的平
面在截面图中为过点 平的切线，则晷针
与点 平处的水平面所成的角，即晷针与
点 平处的切线所成的角 ，，可知 ，#
所*即，故选 选#

·(#""命题点 四棱锥的体积与球的性质
【解析】设四棱锥为 作'平面78，高为 1#
设四边形 平面78所在小圆半径为 O，四
边形 平面78对 角 线 的 夹 角 为 ，， 则

2四边形平面78#
/
知
·平7·面8·?A= ，则

/
知
·

平7·面8则
/
知
·知O·知O#知O知，当且仅当

四边形 平面78为正方形时等号成立，即
当四棱锥 作'平面78的高 1 一定时，底面
平面78面积的最大值为 知O知#由球的性质

知 O知%1知 #/，则 K作'平面78#
/
，
·知O知·1#

知
，
（/'1知）1#

知
，

（ 1 '1， ）#令 4（ 1） #

知
，
（1 '1， ）， 4:（1） # 知

，
（/'，1知）， 令

4:（1）#
知
，
（/'，1知）#*，可得 1#槡

，
，
（负

舍），当 1因 *，槡
，
，( ) 时，4:（1））*，函数

4（1） 单 调 递 增， 当 1 因 槡，
，
，/( ) 时，

4:（1）（*，函数 4（1）单调递减，所以当

1#槡
，
， 时，4（1）取得最大值，即该四棱锥

的体积最大，故选 故#

·图#
(
知
"命题点 圆柱、球的切接问题

【解析】设铁球的半径为 G（*（G（所），情
形一：两个铁球的球心都在圆柱的轴
上，且两球分别与圆柱的上、下底面相



切，其轴截面如图图，则 所G#8，则 G#
8
所
；情形二：两球均分别与圆柱的一个

底面和侧面相切，其轴截面如图#，则
作/F%知G#;，

作知F%知G#8，

作/F
知%作知F

知 #作/作
知
知 #所G

知，
， 解得 G# (

知

或 G#知8
知
（舍去）#

由于
8
所
（
(
知
，故 G的最大值为

(
知
#

图图
"""

图#
·*#/知"命题点 球与正方体各棱相切问题

【解析】如图所示，FF，为球的直径，由
正方体及球的对称性知，此球的球心为
正方体的中心 作#设正方体的棱长为 知，

则 作，#作F# /
知

F，# /
知

7/面#槡知 ，

G点 作到正方体各棱的中点的距离均

为槡知 ，且正方体各面与球的交线均为
圆，此圆即为正方体各面的内切圆，
G球的球面与该正方体各棱的交点共
有 /知 个#

·+#知"命题点 三棱锥的外接球
【解析】如图，设三棱锥 2'平面7的外接
球的球心为 作，等边三角形 平面7的中心
为 8，连接 作平，平8，作8，则 作8/平面

平面7，作平#知，平8#，@槡
，
知

@知
，

#槡，#在

以在1平作8中，作8# 作平知'平8槡
知 #/#

连接 作2，作 作Q/2平于点 Q#由 2平/平
面 平面7，作8/平面 平面7，可知 2平易作8，
所以 2，平，作，8四点共面#因为 2平/平



面 平面7，平80平面 平面7，所以 2平/平8，
又 作Q/2平，所以 作Q易平8，所以四边形
平Q作8为矩形，所以 平Q#作8#/，作Q#

平8#槡，#在 以在12Q作中，可得 2Q#

2作知'作Q槡
知 # 知知'槡 ， #/，

所以 2平#2Q%平Q#/%/#知#

$,#［知槡知 ，知槡， ］"命题点 正方体的外接
球和棱切球
【解析】若正方体的棱与球 作的球面有
公共点，则考虑两种临界情况：
（/）球是正方体的外接球，此时球面与
棱的公共点是正方体的顶点，截面如图
图所示#因为正方体的棱长为 所，作为正
方体的中心，所以其外接球的半径为正

方体体对角线长度的一半， 即槡
，
知

@

所#知槡，#

图图 图#
（知）球是正方体的棱切球，即正方体与
球相切于各条棱的中点，截面如图#所

示#则棱切球的半径为
所知%所槡

知

知
#知槡知

$$$$$$$$$$$$（提示：正方体棱切球的球心为正方体的
中心，半径为正方体面对角线长的一半）#

综上，球 作的半径的取值范围是［知槡知 ，

知槡， ］#
$!#&-"命题点 立体几何中点的轨迹问

题、锥体的体积、线线垂直和线面垂直
的判定

【解析】对于选项 +，当 $#/ 时，面%所以以 #

面7所以以 %(面面/
所以以 ，(因［*，/］，所以点 %在线段

77/ 上#当(#* 时，点 %与点 7重合，此

时1平面/%的周长为 平面/ %平7%面/7#

知槡知%/；当 (#
/
知 时，点 %为线段 77/ 的

中点，此时平%#面/%# /知% /
知( )槡

知

#槡(
知
，

1平面/%的周长为 平面/%平%%面/%#槡知 %

槡(
知

%槡(
知

#槡知%槡(#所以1平面/%的周长

不是定值，故 +错误#对于选项 选，当

(#/ 时，面%所以以 #$面7所以以 %面面/
所以以 ，$因［*，/］，所

以点 %在线段 面/7/ 上#因为面/7/易面7，

面/7/B平面 平/面7，面70平面 平/面7，所以
面/7/易平面 平/面7，即点 %到平面 平/面7

的距离为定值#又1平/面7的面积为定
值，所以三棱锥 %'平/面7的体积为定值，



故选正确#对于选项 故，当 $#
/
知 时，面%所以以 #

/
知
面7所以以 %(面面/

所以以 ，设 点，*分别为 面7，面/7/

的中点，连接 点*，则点 %在线段 点*

上#当 (#* 时，点 %与点 点重合，如图，

连 接 平/*， 平/点，
面*#因为 平/*/
面/7/，平/*/面/面，

且 面/7/ '面/面#

面/，所以 平/*/平
面 面/7/7面， 则

平/*/ 面7#又 面7/ 点*， 且 平/*'
点*#*，所以 面7/ 平 面 平/*点， 又
平/点0平面 平/*点，所以 面7/平/点，即
面%/平/%#当 (#/ 时，点 %与点 *重

合，因为 平/*/平面 面/7/7面，面%0平面
面/7/7面，则 平/*/面%，即 平/%/面%#所

以满足 平/%/面%的点 %不唯一，故 故

错误#

对于选项 -，当 (#/
知 时，面%所以以 #$面7所以以 %

/
知
面面/
所以以 ，设 D，Q分别为 面面/，77/ 的中

点，则点 %在线段 DQ上，连接 平/面，

平面/#因为 平/面/ 平面/， 若 平/面/ 平面
平面/%，则 平/面/面/%#由选项 故知 平/*/
面/%，又 平/面'平/*#平/，所以 面/%/平面
平/面*，则 面/%/面*，由正方形的性质

知，当且仅当点 %与点 Q重合，即 $#/

时，面/%/面*，所以满足 平/面/平面
平面/%的点 %唯一，故 -正确#故选 选-!

刷大题
!#命题点 证明线面平行、求三棱锥的

体积

（/） 【证明】 因为
作面
平面

#平面
面7

#槡知
知
，所以

以在1平面作?以在17面平，

所以7面平作#7面7平#

设 平作'面，#的，因为 平作/面，，所以
7面平作#7作面的，所以7面7平#7作面的，则
面，#，7#

同理可证 面，#平，，所以 平，#，7，即点 ，

为 平7的中点#

又点 F为 平%的中点，所以 F，易%7#

因为点8，作分别为面%，面7的中点，所以
8作易%7，

所以 F，易8作#

因为 F，B平面 平8作，8作0平面 平8作，

所以 F，易平面 平8作#

（知） 【解】如图，过点 %作 %点/，作，交
，作的延长线于点 点，连接 %，#



由（/）知，点 ，，作分别为 平7，面7的中
点，所以 作，易平面，
又 平面/面7，所以 作，/面7#
因为 %面#%7，点 作为 面7的中点，所以
面7/%作#
因为 %作'作，#作，且 %作，作，0平面
%，作，所以 面7/平面 %，作#
又 %点0平面 %，作，所以 面7/%点#
又 %点/，作，，作'面7#作，且 ，作，面70平
面 平面7，所以 %点/平面 平面7，
所以 %点为三棱锥 %'平面7的高#

因为%作# %面知'面作槡
知 #知，7%作，#/知*L，

所以 %点#%作·?A= :*L#槡，#

又 21平面7#
/
知
面平·面7#/

知
@知@槡知 知 #槡知 知 ，

所以 K%'平面7#
/
，

21平面7·%点#/
，

@ 槡知 知 @

槡， #槡知 :
，

#

·#命题点 面面垂直的判定、线线所成角
的余弦值的求解、建系法在立体几何中
的应用
（/）【证明】F%平/底面 平面78，平面0底
面 平面78，G%平/平面，
又 平面/平8，%平'平8#平，%平，平80平面
%平8，G平面/平面 %平8#
又 平面0 平面 %平面， G 平面 %平面/ 平
面 %平8#

面&'( F%平/平面 平面78，%平0
平面 %平面，G平面 %平面/平面 平面78#
F平面 %平面'平面 平面78#平面，平80平面
平面78，平8/平面，
G平8/平面%平面，F平80平面%平8，G平
面 %平面/平面 %平8#

（知）（A）【证明】F%平/底面 平面78，平80
底面 平面78，G%平/平8，又 平面/平8，则
%平，平面，平8两两垂直，故以 平为坐标原
点，平面，平8，平%所在直线分别为 "，&，/轴
建立如图所示的空间直角坐标系，则由

题易知 平（*，*，*），面（槡知 ，*，*），7（槡知 ，知，
*），8（*，/%槡， ，*），%（*，*，槡知 ）#



设点 作的坐标为（"，&，/），

G作面# （"'槡知 ）
知%&知%/槡

知 ，

作7# （"'槡知 ）
知%（&'知） 知%/槡

知 ，

作8# "知%（&'/'槡， ）
知%/槡

知 ，

作%# "知%&知%（/'槡知 ）槡
知 #

F点 %，面，7，8均在球 作的球面上，G由
作面#作7，得 &知 #（&'知） 知，解得 &#/；由

作面#作8且 &#/，得（"'槡知 ）
知%/#"知 %，，

解得"#*；由作面#作%且"#*，得 知%/知 #（/'

槡知）
知，解得/#*，

G点 作的坐标为（*，/，*），故点 作在平
面 平面78内#

（AA） 【解】由（A）易知 %作所以以 #（*，/，'槡知 ），

平7所以以 #（槡知 ，知，*），

G>4?〈%作所以以 ，平7所以以 〉#
%作所以以 ·平7所以以

距%作所以以 距距平7所以以 距
# 知

槡，@槡:
#槡知

，
，

G直线 平7与 %作所成角的余弦值为槡
知
，
#

为&'(
（AA）F平7所以以 #平面所以以 %知平作所

（（

，%作所以以 #

平作所
（（

'平%所以以 ，且 距平7所以以 距#槡: ，距%作
所以以 距#槡， ，平7

所以以 ·

%作所以以 #（平面所以以 %知平作所
（（

）·（平作所
（（

'平%所以以 ）#平面所以以 ·平作所
（（

'

平面所以以 ·平%所以以 %知平作所
（（

知'知平作所
（（

·平%所以以 #*'*%知'*#知#

G>4?〈平7所以以 ，%作所
（（

〉#
平7所以以 ·%作所

（（

距平7所以以 距距%作所
（（

距
# 知

槡:@槡，
#槡知
，
，

G直线 平7与 %作所成角的余弦值为槡
知
，
#

$#命题点 线面垂直与面面垂直的判定与
性质、线面角、空间向量的应用
（/）【证明】F平/7/平面 平面7，面7，平70
平面 平面7，
G平/7/面7，平/7/平7#又7平7面#8*L，
G平7/面7#
F平/7'平7#7，平/7，平70平面 平77/平/，
G面7/平面 平77/平/#
F面70平面 面77/面/，G平面 平77/平/ /
平面 面77/面/#
如图，过点 平/ 作 平/8/77/ 于点 8，
F平面 平77/平/ / 平面 面77/面/， 平面
平77/平/'平面 面77/面/ #77/，平/80平面
平77/平/，G平/8/平面 面77/面/，
G平/8#/#
F平/7/易平7，G平/7/平/7/#
由棱柱的性质知 77/ #平平/ #知，

G21平/7/7
#/

知
平/7/·平/7#/

知
77/·平/8#

/图#
又 平/7

知
/%平/7

知 #77知
/ #所#，

联立图#，解得 平/7/ #平/7#槡知#
由棱柱的性质知 平/7/ #平7，G平/7#

平7#槡知#
（知）【解】如图，过点 8作 8F易面7交 面面/

于点 F，连接 平/F，则 8F/平面 平77/平/#



F77/0平面平77/平/，G8F/77/#
F8F'平/8#8，8F，平/80平面 平/8F，
G77//平面 平/8F#
F平/F0平面 平/8F，G77//平/F#
由棱柱的性质知，平平/易77/易面面/，
G平平//平/F，面面//平/F，
G线段 平/F的长即为 平平/ 与 面面/ 的距
离，G平/F#知，

G8F# 平/F
知'平/8槡

知 #槡，#
易知四边形 8F面7为平行四边形，

G面7#8F#槡，#
由（/）知直线 7平/，7平，7面两两垂直，故
以点 7为坐标原点，建立如图所示的空

间直角坐标系，则 7（*，*，*），平（槡知 ，*，

*），面（*，槡， ，*），面/（'槡知 ，槡， ，槡知 ），

G平面/
所以以 #（' 槡知 知 ，槡， ，槡知 ），7面/

所以以 #（'槡知 ，

槡， ，槡知 ），7面
所以以 #（*，槡， ，*）#

设平面 面77/面/ 的法向量为 为#（"，&，/），

则
为·7面/

所以以 #*，

为·7面所以以 #*，， 即
'槡知"%槡，&%槡知/#*，

槡，&#*，，
令 "#/，则 &#*，/#/，G为#（/，*，/）#
设直线 平面/ 与平面 面77/面/ 所成角为 &，

则 ?A= &#距>4?〈平面/
所以以 ，为〉 距#

平面/
所以以 ·为

距平面/
所以以 距距为距

#

槡知
;%，%槡 知@槡知

#槡/，
/，

#

%#命题点 面面垂直的判定定理、直线与
平面所成的角
（/）【证明】因为在1平面8和17面8中，
平8#87，7平8面#778面，8面#8面，
所以1平面8，17面8，所以 平面#7面#
又因为 F为 平7的中点，所以 面F/平7#
因为 平8#87，F为 平7的中点，所以
8F/平7#
又 面F'8F#F，所以 平7/平面 面F8#
又因为 平70平面 平78，所以平面 面F8/
平面 平78#
（知） 【解】由（/）得 平面#7面，又7平7面#
:*即，所以1平面7为等边三角形#因为
平面#面8#知，所以 平面#7面#平7#知，面F#

槡，#因为 平8/87，平8#87，所以1平87

是等腰直角三角形，所以 平8#78#槡知 ，
8F#/#因为 8F知%面F知 #面8知，所以 8F/
面F，于是在1面F8中，设 1 为1面F8的

边 面8的高，则由等面积可得
/
知
@知@1#

/
知
@/@槡， ，即 1#槡

，
知
#连接 F，，由（/）知



平7/平面 面F8，又 F，0平面 面F8，所以
平7/F，，于是当 F，/面8时，1平7，的

面积最小，此时 F，#1 #槡，
知
，面，#，

知
，

8，#/
知
，所以此时 ，为线段 面8上靠近

点 8的四等分点#
以 F为坐标
原点 建 立 如
图所 示 的 空
间直 角 坐 标
系，则 F（*，*，
* ）， 平（/， *，

*），7（'/， *， *），面（*，槡， ，*），8（*， *，

/），， *，槡
，
所
，
，
所( ) ，

所以 7，所以以 # /，槡
，
所
，
，
所( ) ，平面所以以 #（'/，槡，，*），

平8所以以 #（'/，*，/）#
设平面 平面8的法向量为 为#（"，&，/），则

为·平面所以以 #'"%槡，&#*，

为·平8所以以 #'"%/#*，， 即"#槡，&#/，令 &#/，

则为#（槡，，/，槡，）#

所 以 距>4?〈 为， 7，所以以 〉 距# 距为·7，所以以 距

距为距距7，所以以 距
#

槡知 ，

/%
，
/:

%8
/:槡 @ ，%/%槡 ，

# 槡所 ，
6

，

故直线 7，与平面 平面8所成的角的正弦

值为 槡所 ，
6

#

'#命题点 线面平行的判定、面面垂直的
性质及利用空间向量求线面角的正弦值
（/） 【证明】取 面7中点 8，连接 面/8，8*#
在三棱柱 平面7'平/面/7/ 中，平/面/ 易平面，
平/面/ #平面#

因为 点，*，8分别为 平/面/，平7，面7的中

点，所以 面/点易平面，面/点# /
知
平面，8*易平面，

8*#/
知
平面，所以 面/点易8*且 面/点#8*，

所以四边形 面/点*8为平行四边形，因此
面/8易点*#
又 点*B 平 面 面77/面/， 面/80 平
面 面77/面/，
所以 点*易平面 面77/面/#
（知）【解】选条件图：
因为 侧 面 面77/面/ 为 正 方 形， 所 以



面7/面面/#
又因为平面面77/面//平面平面面/平/，且平
面 面77/面/'平面 平面面/平/ #面面/，面70平
面 面77/面/，
所以 面7/平面 平面面/平/#
又因为平面0平面平面面/平/，所以平面/面7#
因为 面/8易点*，平面/点*，所以 平面/面/8#
又 面/8' 面7 #8， 所 以 平面/ 平
面 面77/面/#
因为面面/0平面面77/面/，所以平面/面面/，
所以在三棱柱 平面7'平/面/7/ 中，面平，面7，
面面/ 两两垂直，
故分别以 面7，面平，面面/ 所在直线为 "轴、
&轴、/轴，建立如图所示的空间直角坐
标系#

因为 平面#面7#面面/ #知，
所以 面（*，*，*），*（/，/，*），点（*，/，知），
平（*，知，*），

所以 面*所以以 #（/，/，*），面点所以以 #（*，/，知），平面所以以 #
（*，'知，*）#
设平面 面点*的法向量为 为#（"，&，/），

由
面*所以以 ·为#*，

面点所以以 ·为#*，， 得
"%&#*，
&%知/#*，， 令 "#知，得

为#（知，'知，/）#
设直线 平面与平面 面点*所成角为 &，

则 ?A= &#距>4?〈为，平面所以以 〉 距#
距为·平面所以以 距

距为距距平面所以以 距
#

距所距
，@知

#知
，
，

所以直线 平面与平面 面点*所成角的正弦

值为
知
，
#

选条件#：
因为 侧 面 面77/面/ 为 正 方 形， 所 以
面7/面面/#
又因为平面面77/面//平面平面面/平/，且平面
面77/面/ ' 平 面 平面面/平/ #面面/， 面70 平
面面77/面/，
所以 面7/平面 平面面/平/#
又因为平面0平面平面面/平/，所以平面/面7#
取 平面中点 Q，连接 Q点，Q*#
因为 点，*，Q分别为 平/面/，平7，平面的
中点，
所以 面/面易点Q，面7易Q*#
又 面7/面面/，所以 Q*/点Q#
因为 平面#面7#知，所以 Q*#面Q#/#



在1点Q面和1点Q*中，面点#点*，面Q#
Q*， 公 共 边 为 点Q， 所 以 1点Q面，
1点Q*，"
因此7点Q面#7点Q*#8*即，即 点Q/平面，
故 面/面/平面#
所以在三棱柱 平面7'平/面/7/ 中，面平，面7，
面面/ 两两垂直，
故分别以 面7，面平，面面/ 所在直线为 "轴、
&轴、/轴，建立如图所示的空间直角坐
标系#
后同选图#

(#命题点 几何法证明线面平行，向量法
求二面角的正弦值
（/）【证明】如图，过 7作 7D易F，交 F面
于 D，连接 平:D#因为 F，易平8，平面易78，
78平面#8*即，所以四边形 平8，F为矩形，
四边形 F，7D为矩形，所以 F，D平8，
F，D7D，所以 7DD平8，所以 7DD平:8:，
所以四边形 平:8:7D为平行四边形#
所以 78:易平:D，又 平:D0平面 平:面F，
78:B平面 平:面F，所以 78:易平面 平:面F#
因为 7，易F面，F面0平面 平:面F，7，B平面
平:面F，所以 7，易平面 平:面F#
又 78:，7，0平面 78:，，78:'7，#7，所
以平面 78:，易平面 平:面F#
因为 平:面0平面 平:面F，所以 平:面易平面
78:，#

（知）【解】因为平:F/F，，面F/F，，所以由
二面角的定义可知，7平:F面即为平面
F，8:平:与平面 F，7面所成的二面角，所
以7平:F面#:*即，同理78:，7#:*即#又
8:，#8，#，7，所以18:，7为等边三角
形#过 平:作 平:Q/F面交 F面于 Q#因为
F，/F面，F，/平:F，平:F'F面#F，平:F，
F面0平面平:F面，所以F，/平面平:F面，又
平:Q0平面 平:F面，所以 F，/平:Q#又
平:Q/F面，F面'F，#F，F面，F，0平面
F，7面，所以 平:Q/平面 F，7面#因此以 ，
为坐标原点，直线 ，F、直线 ，7、过点 ，
且平行于 平:Q的直线分别为 "轴、&轴、/
轴建立如图所示的空间直角坐标系#
不妨设 平8#/，则 ，（*，*，*），F（/，*，*），



面（/，知，*），7（*，/，*），8:*，
/
知
，槡

，
知( ) ，所

以 面7所以以 # （ ' /， ' /， * ）， 78:所以以 #

*，'
/
知
，槡

，
知( ) ，，F所以以 #（ /， *， * ）， ，8:所以以 #

*，
/
知
，槡

，
知( ) #

设平面 面78:的法向量为 &#（"/，&/，
//），

则

&·面7所以以 #'"/'&/ #*，

&·78:所以以 #'/
知
&/%
槡，
知
// #*，， 令 "/ #/，

则&# /，'/，'槡
，
，( ) #

设平面F，8:平:的法向量为为#（"知，&知，/知），

则

为·，F所以以 #"知 #*，

为·，8:所以以 #/
知
&知%
槡，
知
/知 #*，， 令 &知 #/，则

为# *，/，'槡
，
，( ) #

所 以 >4? 〈 &， 为〉 # &·为
距&距距为距

#

'/%
/
，

6
，槡@ 所

，槡

#'槡6
6
，

所以?A=〈&，为〉#槡
所知
6

，即平面面78:与平

面 F，8:平:所成二面角的正弦值为槡
所知
6

#

图#命题点 线面平行的证明、二面角相关
问题的求解

（/） 【证明】 由 面7#/，平面#槡， ，平7#知
可得，
平7知 #平面知%面7知，G平面/面7#
又 %平/底面 平面78，面70底面 平面78，
G面7/%平#
又 平面'%平#平，平面，%平0平面%平面（提示：
要着力寻找平面内的两条相交直线），
G面7/平面 %平面#
F%平/底面 平面78，平80底面 平面78，
G平8/%平#
又 平8/%面，且 %面'%平#%，%面，%平0平
面 %平面，
G平8/平面 %平面，G平8易面7（提示：垂直
于同一个平面的两直线平行）#
又面70平面 %面7，平8B平面 %面7，G平8易
平面%面7#
（知）【解】以 8为坐标原点，8平，87所在
直线分别为 "，&轴，过点 8且垂直于平
面 平面78的直线为 /轴，建立如图所示的
空间直角坐标系，则 8（*，*，*），
设 平（"，*，*） （*（"（知），则 %（"，*，知），

7（*， 所'"槡
知 ，*）#

则 平7所以以 #（'"， 所'"槡
知 ，*），平%所以以 #（*，*，知），



87所以以 #（*， 所'"槡
知 ，*），8%所以以 #（"，*，知）#

设平面 平7%的法向量为 为/ #（"/，&/，
//），

则
为/·平7所以以 #*，

为/·平%所以以 #*，，
即

"/·（'"）%&/· 所'"槡
知 #*，

知// #*，， 令 &/ #"，

则 "/ # 所'"槡
知 ，G为/ #（ 所'"槡

知 ，"，*）#
设平面 7%8的法向量为 为知 #（"知，&知，
/知），

则
为知·87所以以 #*，

为知·8%所以以 #*，， 即
&知· 所'"槡

知 #*，

"知"%知/知 #*，， 令

/知 #"，则 "知 #'知，
G为知 #（'知，*，"）#
设二面角 平'7%'8
的平面角为 &，
则 距>4? & 距 #
距为/·为知 距

距为/ 距·距为知 距
#

知 所'"槡
知

知 "知%槡 所
# 所'"槡

知

"知%槡 所
，则 ?A=知&#/'>4?知&#

/'
所'"知

"知%所
# 槡所知

6( )
知

，

解得 "#槡， （负值舍去）#

即 平8的长为槡，#
*#命题点 余弦定理，线面垂直的判定与

性质，二面角

（/） 【证明】 F平8#( 槡， ，平面#;，平F所以以 #
知
(
平8所

（（

，平，所以以 #/
知
平面所以以 ，

G平F#知槡， ，平，#所#
在1平F，中，由余弦定理得 F，知 #平，知 %

平F知'知平，·平F·>4?平#/:%/知'知@所@知槡，@

槡，
知
#所，

则 F，#知，
G在1平F，中，F，知%平F知 #平，知，
GF，/平F#
又 F 1平F， 沿 F， 翻 折 至 1%F，，
GF，/%F#
又F平F'%F#F，平F，%F0平面 %F8，
GF，/平面 %F8#
又F%80平面 %F8，
GF，/%8#
（知）【解】由（/）知 F，/平F，
又F78/平8，G78易F，#
FF，/平面 %F8，G78/平面 %F8#
又F%80平面 %F8，G78/%8#

在 以在1%78中，%8# %7知'78槡
知 #槡，8#

又FF8#平8'平F#，槡，，G%F知%F8知 #%8知，
G%F/F8#
G以 F为原点，F，，F8，F%所在直线分



别为 "，&，/轴建立如图所示的空间直角
坐标系，

则 %（*，*， 槡知 ， ），，（知，*，*），8（*， 槡， ， ，

*），面（所， 槡知 ， ，*），7（，， 槡， ， ，*），

G，%所以以 #（'知，*， 槡知 ， ），面%所以以 #（'所，' 槡知 ， ，

槡知 ， ），78所以以 #（'，，*，*），8%所以以 #（*，' 槡， ， ，

槡知 ， ）#
设平面%面，的法向量为为#（"/，&/，//），

则
，%所以以 ·为#*，

面%所以以 ·为#*，， 即
'知"/%槡知 ，//#*，

'所"/'槡知 ，&/%槡知 ，//#*，，
令 // #/，则 为#（槡， ，'/，/）#
设平面%78的法向量为&#（"知，&知，/知），

则
78所以以 ·&#*，

8%所以以 ·&#*，， 即
'，"知 #*，

' 槡， ，&知% 槡知 ，/知 #*，，
令 /知 #，，则 &#（*，知，，）#
设平面 %78与平面 %面，所成的二面角
的平面角为 &，

则距>4?&距#距>4?〈为，&〉 距#
距为·&距
距为距距&距

#

/

槡:(
，

G?A= &# /'>4?知槡 &#
;
:(槡

:(#

+#命题点 线面平行的判定、求平面与平
面夹角的余弦值
（/）【证明】取 %8的中点 D，连接 ，D，
7D，F，，D分别为 %F，%8的中点，

G，DD
/
知
F8，

又 F8#知，面7#/，平8易面7，

G面7D
/
知
F8，

G，DD面7，G四边形 ，D7面为平行四边
形，G面，易7D#
又面，B平面%78，7D0平面 %78，G面，易
平面%78#
（知） 【解】 连接 F7，F平8#，，8F#知，
G平F#/ #面7#平面，F平面/平面 %平8，
平F0平面 %平8，G平面/平F，G平面/面7，
G四边形 平面7F是正方形，
G平面易F7，GF7/平面 %平8，又 %F0平
面 %平8，GF7/%F，又 %F/平8，故可建
立空间直角坐标系 F'"&/，如图所示，则
平（*，'/，*），面（ /，'/， *），7（ /， *， *），

8（*，知，*），%（*，*，知）， G%平所以以 #（ *，'/，

'知），%面所以以 #（/，'/，'知），%7所以以 #（/，*，'知），

%8所以以 #（*，知，'知）#



设平面 %平面的法向量为 为#（"/，&/，//），

则
%平所以以 ·为#'&/'知// #*，

%面所以以 ·为#"/'&/'知// #*，， 令 &/ #知，则

"/ #*，// #'/，
G为#（*，知，'/）#
设平面%78的法向量为&#（"知，&知，/知），

则
%7所以以 ·&#"知'知/知 #*，

%8所以以 ·&#知&知'知/知 #*，， 令 "知 #知， 则

&知 #/，/知 #/，
G&#（知，/，/），

G>4?〈&，为〉#
&·为
距&距距为距

#槡，*
，*

，

G平面 %平面与平面 %78夹角的余弦值

为槡
，*
，*

#

!,#命题点 线面平行、二面角的正弦值
（/）【证明】由 面7#知，平8#所，点 点为
平8的中点得 面7#8点#又 面7易点8，所
以四边形 面78点 为平行四边形， 则
面点易78#
又 780平面 78F，面点B平面 78F，所
以 面点易平面 78F#
（知）【解】由（/）知面点#78，又78#平面，所
以面点#平面#知，

同理易知 平，#，点#F8#槡/*#
如图，取 平点的中点 作，连接 作面，作，，则

作，/平点，作面/平点，作，#，，作面#槡， ，

又 面，#知槡， ，所以 面，知 #作，知%作面知，
则 作面/作，，
所以可以 作为坐标原点，作面，作8，作，
所在直线分别为"，&，/轴建立如图所示
的空间直角坐标系，则 ，（ *，*，，），面

（槡， ，*，*），点（*，/，*），F（*，知，，），所以

，面所以以 #（槡， ，*，'，），面点所以以 #（'槡， ，/，*），

点F所以以 #（*，/，，）#

设平面 ，面点的法向量为 &#（"/，&/，
//），



由
，面所以以 ·&#槡，"/'，// #*，

面点所以以 ·&#'槡，"/%&/ #*，
，

取 // #/，可得 "/ #槡， ，&/ #，，则 &#

（槡， ，，，/）#
同理可取平面 面点F的一个法向量为

为#（槡， ，，，'/），

所以 >4?〈&，为〉 # &·为
距&距距为距

#//
/，

，所以

?A=〈&，为〉 # /'
//
/，( )槡

知

#槡所 ，
/，

，即二面

角 ，'面点'F的正弦值为 槡所 ，
/，

#

!!#命题点 空间平行关系的证明和利用
空间向量解决与二面角有关的问题

（/） 【证明】解法一：依题意得 面知7知
所以以 #

面知面/
所以以 %面/7/

所以以 %7/7知
所以以 #88知

所以以 %平8所以以 %平知平
所以以 #平知8知

所以以 ，
因为 平知，8知，面知，7知 四点不共线，所以
面知7知易平知8知#
解法二： 如图， 以
78，7面，77/ 所在
直线分别为 "，&，/
轴，建立空间直角
坐标系#
因为 平面#知，平平/ #
所， 平平知 #/， 面面知 #
88知 #知，77知 #，，
所以 平知 （ 知，知，/），
面知（*，知，知），7知 （ *，
*，，），8知（知，*，知），

所以 平知8知
所以以 #面知7知

所以以 #（*，'知，/），又 平知，
8知，面知，7知 四点不共线，所以面知7知易平知8知#
解法三：如图，过点 平知 作平知F/面面/ 于点
F，过点 8知 作 8知，/
77/ 于点 ，，在正四
棱 柱 平面78'
平/面/7/8/ 中，平面#知，
平平/ #所，点 平知，面知，7知，
8知 分 别 在 棱 平平/，
面面/，77/，88/ 上，且
平平知 #/，面面知 #88知 #
知， 77知 # ，， 所 以
平知FE8知，，面知FE 7知，， 所 以 四 边 形
平知F，8知，面知7知，F均为平行四边形，
所 以 平知8知 易 F，， 面知7知 易 F，， 所 以
面知7知易平知8知#
（知）【解】设 %（*，知，记） （*则记则所），由
（/）中建系可知 平知（知，知，/），7知（*，*，
，），8知（知，*，知），

则 平知7知
所以以 #（'知，'知，知），平知8知

所以以 #（*，'知，

/），平知%
所以以 #（'知，*，记'/）#设平面 平知7知8知

的法向量为 &#（"/， &/， // ）， 所以

平知7知
所以以 ·&#*，

平知8知
所以以 ·&#*，， 即



'知"/'知&/%知// #*，
'知&/%// #*，， 取 &/ #/，可得 "/ #

/，// #知，
所以 &#（/，/，知）#
设平面 %平知7知 的法向量为 为#（"知，&知，

/知），所以
平知7知
所以以 ·为#*，

平知%
所以以 ·为#*，，

即
'知"知'知&知%知/知 #*，
'知"知%（记'/）/知 #*，， 取 /知 #/，可得

"知 #
记'/
知

，&知 #
，'记
知

，所以为#
记'/
知

，
，'记
知

，/( ) #

因为二面角 %'平知7知'8知 为 /(*即，

所以距>4??&，为2距#
&·为
距&距距为距

#槡，
知
，

即

记'/
知

%，
'记
知

%知

/知%/知%知槡
知 ·

记'/
知( )

知

% ，'记
知( )

知

%/槡
知

#

槡，
知
，解得 记#/ 或 记#，，所以点 %为 面知面

的中点或面知面/ 的中点，即面知%#/#
!·#命题点 线面平行、面面垂直的证明，

求二面角

（/） 【证明】 由题意得 平作#槡: ，平7#

知槡， ， ?A= 7作面， # ?A=7面平作#槡，
，
，

?A=7平7面#槡，
，
，所以7平7面#7作面，，连

接 ，作，则由 作为 面7的中点得 ，作/
面7#又 平面/面7，所以 ，作易平面，故 ，为
平7的中点#
又因为 8，F分别为 面%，平%的中点，所
以 F，易%7易8作，而 F，B平面 平8作，所
以 F，易平面 平8作#

（知）【证明】由（/）知 面，#/
知
平7#槡， ，

平作#槡: ，8作#F，#槡:
知
，平8#槡( 8作#

槡，*
知

，面8#槡:
知
，

所以 平作知%8作知 #平8知，所以 平作/8作#
因为 F，易8作，所以 平作/F，#
又 平作/面，，面，'F，#，，面，，F，0平面
面F，，所以 平作/平面 面F，#
又因 为 平作0 平 面 平8作， 所 以 平 面
平8作/平面 面F，#
（，）【解】以 面为原点，面平所在直线为 "
轴，面7所在直线为 &轴，建立如图所示
的空间直角坐标系，则 面（*，*，*），平（知，

*，*），作（*，槡知 ，*），7（*，知槡知 ，*）#
因为 >4?7平8面#'>4?7平8%，

即

槡:
知( )

知

% 槡，*
知( )

知

'知知

知@槡
:
知
@槡，*

知

#



'

槡:
知( )

知

% 槡，*
知( )

知

'%平知

知@槡
:
知
@槡，*

知

，

解得 %平#槡/所#

设 %（ "， &， /）， 由 %面#%7#槡: ，

%平#槡/所 ，

得

"知%&知%/知 #:，

"知%（&'槡知 知 ） 知%/知 #:，
（"'知） 知%&知%/知 #/所，

，
解得

"#'/，

&#槡知 ，

/#槡， （舍负），
，

故 %（'/，槡知 ，槡， ），8 '/
知
，槡

知
知
，槡

，
知( ) #

取平面 平作7的法向量为 &/ #（*，*，/）#
设平面平作8的法向量为&知 #（"知，&知，/知），

由 平作所
（（

#（'知，槡知 ，*），作8
所以以 #( '/

知
，'槡

知
知
，

槡，
知 ) ，得

'知"知%槡知&知 #*，

'/
知
"知'
槡知
知
&知%
槡，
知
/知 #*，，

令 "知 #/，则 &知 #（/，槡知 ，槡， ）#

所以>4?〈&/，&知〉#
&/·&知

距&/ 距距&知 距
# 槡，

/%知%槡 ，
#

槡知
知
，所以二面角 8'平作'7的正弦值为

/'槡知
知( )槡

知

#槡知
知
#


