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2026 年普通高等学校招生全国统一考试（北京卷）

1．【答案】D

【解析】在数轴上表示出集合�,�,如图所示，由图可知� ∪ � = {�|� >− 1}.故选 D.

2．【答案】C

【解析】因为�1 = 3 − 2i,�2 =− 5 + 4i，所以�1 + �2 =− 2 + 2i，则|�1 + �2| =

( − 2)2 + 22 = 2 2.故选 C.

3．【答案】B

【解析】由双曲线的方程得其渐近线方程为� =± 2
�

�,所以
2
�

= 2
3
,解得� = 3.故选 B.

4．【答案】A

【解析】由(� − �)7 = (� − �
1
2)7,可得二项展开式的通项为��+1 = C7

� ⋅ �7−� ⋅ ( − �
1
2)� = ( −

1)� ⋅ C7
� ⋅ �7−��

�
2,� = 0,1,2,⋯ ,7,令�

2
= 2，得� = 4,则展开式中�2的系数为( − 1)4 ⋅ C7

4 ⋅ �7−4 =

35�3 = 280,解得� = 2，故选�.

5．【答案】D

【解析】对于 A，�(�) = 1
�2+1

的定义域为 R，关于坐标原点对称（提示：讨论函数奇偶性

的前提是函数定义域关于坐标原点对称），�( − �) = 1
(−�)2+1

= 1
�2+1

= �(�)，所以函数�(�)

是偶函数，故 A错误；

对于 C，�(�) = sin �，则�(�)的定义域为 R,关于坐标原点对称，由�( − �) = sin( − �) =−

sin � =− �(�)，得�(�)是奇函数，而�(�) = sin �是周期函数，在 R上有增有减，因此�(�)

不在定义域上单调递增，故 C错误；

对于 B,易知�(�) = 2−� − 2�的定义域为�，�( − �) = 2� − 2−� =− �(�),所以函数�(�)是奇

函数，又� = 2−�是 R上的减函数，� = 2�是 R上的增函数，所以�(�) = 2−� − 2�在 R上单

调递减，故 B错误；

对于 D，由
5+�
5−�

> 0，得−5 < � < 5，所以函数�(�) = ln 5+�
5−�

的定义域关于坐标原点对称，

因为�( − �) = ln 5−�
5+�

=− ln 5+�
5−�

=− �(�)，所以函数�(�)是奇函数,

因为�(�) = 5+�
5−�

=− 1 + 10
5−�

在( − 5,5)上单调递增，�(�) = ln �在定义域上单调递增，所以

�(�) = ln(�(�))在( − 5,5)上单调递增（关键：复合函数的单调性满足“同增异减”），故 D

正确.故选 D.

6．【答案】D
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【解析】设� = (�, �)，则� − � = ( − 3 − �, − �)，所以|� − �| = ( − 3 − �)2 + �2 = 1，

整理得�2 =− �2 − 6� − 8，由�2 ≥ 0，得−4 ≤ � ≤− 2,又|�| = �2 + �2 = −6� − 8，则

2 ≤ |�| ≤ 4，即|�|max = 4,|�|min = 2.故选 D.

【一题多解】

设�为坐标原点，������� = � = (�, �),则� − � = ( − 3 − �, − �),|� − �| = ( − 3 − �)2 + �2 =

1,即(� + 3)2 + �2 = 1，所以点�的轨迹是以点�( − 3,0)为圆心，半径� = 1的圆.

|�| = �2 + �2的几何意义为动点�到原点�(0,0)的距离，由图可知，圆上的点到原点�的

最大距离|�|max = |��| + � = ( − 3)2 + 02 + 1 = 4，最小距离|�|min = |��| − � =

( − 3)2 + 02 − 1 = 2.故选 D.

7．【答案】A

【解析】若存在常数�，使�� ≤ � ≤ ��对任意正整数�成立，则必有�� ≤ ��（提示：不等

式的传递性），充分性成立；反之，设�� = �，�� = � + 1，满足�� ≤ ��，但不存在常数

�，使�� ≤ � ≤ ��恒成立，即必要性不成立，因此“存在常数�，使�� ≤ � ≤ ��(� ∈ �∗)”

是“�� ≤ ��(� ∈ �∗)”的充分不必要条件，故选 A.

【一题多解】

若存在常数�，使�� ≤ � ≤ ��对任意正整数�成立，则数列{��}的最大项不大于�，数列

{��}的最小项不小于�，因此必有�� ≤ ��，充分性成立；反之，设点(�, ��)(� ∈ �∗)在函数

�(�)的图像上，点(�, ��)(� ∈ �∗)在函数�(�)的图像上，曲线� = �(�)总在曲线� = �(�)下

方（可以有公共点），即�� ≤ ��，但不一定存在直线� = �，使曲线� = �(�)在直线� = �

下方（可以有公共点），且曲线� = �(�)在直线� = �上方（可以有公共点），因此必要

性不成立，故“存在常数�，使�� ≤ � ≤ ��(� ∈ �∗)”是“�� ≤ ��(� ∈ �∗)”的充分不必

要条件，故选 A.

8．【答案】C

【解析】�(�) = sin(� + �)的图像向�轴的正方向平移 3� 个单位长度，得到函数�(�) =

sin(� − 2�)的图像，由题意，�(�)与�(�)的图像关于�轴对称，因此�(�) =− �(�)对任意实

数�恒成立，即 sin(� + �) =− sin(� − 2�) = sin( − � + 2�)恒成立，显然� + � =− � +

2� + 2�π(� ∈ �）不恒成立，故只有(� + �) + ( − � + 2�) = π + 2�π(� ∈ �)(提示：
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sin(π − �) = sin �)，即� = π
3

+ 2�π
3

(� ∈ �)，又 0 < � < 2π ，所以� = π
3
,π ,5π

3
，即� 的取

值个数为 3.故选 C.

【一题多解】

�(�) = sin(� + �)的最小正周期� = 2π ，图像平移不改变周期性，根据正弦曲线的特征，

要使平移后的图像与�(�)的图像关于�轴对称，则需平移
1
2

� + ��(� ∈ �)个单位长度，因此

3� = π + 2�π(� ∈ �)，即� = π
3

+ 2�π
3

(� ∈ �)，又 0 < � < 2π ，所以� = π
3
,π ,5π

3
，即� 的

取值个数为 3.故选 C.

9．【答案】B

【解析】设参观甲革命根据地高一年级的人数为�，高二年级的人数为�，参观乙革命根据

地高一年级的人数为�，高二年级的人数为�，由已知，有不等式组
� + � > � + �,
� + � > � + �,两不等

式相加可得 2� + � + � > 2� + � + �，即� > �，故参观甲革命根据地高一年级的人数多

于参观乙革命根据地的高二年级的人数，故 B正确.假设� = 3，� = 3，� = 4，� = 1，满

足� + � > � + �及� + � > � + �,但此时� = �，� < �，� < �，故�,�,�错误.故选 B.

10．

【答案】B

【思路导引】

第一步：分析机械装置的运动规律，将动点�视为以�为圆心、1为半径的圆上的点，利用

三角形的三边关系求出��的取值范围；第二步：在△ ���中，利用余弦定理将 cos∠���表

示为关于��2的式子；第三步：构造函数，结合��2的取值范围，求出 cos∠���的取值范

围

【解析】连接��，如图所示.已知�� = 1，�� = 3，结合三角形三边关系，可得|�� −

��| ≤ �� ≤ �� + ��，即 3 − 1 ≤ �� ≤ 3 + 1（提示：当�，�，�三点共线时，��取得最

大值或最小值），所以线段��长度的取值范围是[2,4].

在△ ���中，已知�� = 4，�� = 5
2
，由余弦定理得 cos∠��� = ��2+��2−��2

2⋅��⋅��
，代入得

cos∠��� =
42+(5

2)2−��2

2×4×5
2

=
16+ 25

4 −��2

20
=

89
4 −��2

20
.

因为 2 ≤ �� ≤ 4，所以 4 ≤ ��2 ≤ 16.

令��2 = �,� ∈ [4,16]，� =
89
4 −�

20
，易知此函数在[4,16]上单调递减.
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当� = 4 时，�取得最大值，最大值为
89
4 −4

20
=

73
4

20
= 73

80
；

当� = 16 时，�取得最小值，最小值为
89
4 −16

20
=

25
4

20
= 25

80
= 5

16
.

综上所述，cos∠���的取值范围是[ 5
16

, 73
80

].故选 B.

11．

【答案】0

【思路导引】

第一步：通过圆的标准方程确定圆心坐标和半径；第二步：利用直线与圆相切时“圆心到

直线的距离等于半径”，列出代数方程；第三步：解方程，求出参数�的值

【解析】由圆的方程(� − 2)2 + (� − 2)2 = 4 可知，圆心的坐标为(2,2)，半径� = 4 = 2.

因为直线�� + � = 0 与该圆相切，所以圆心到直线的距离等于圆的半径�，由点到直线的距

离公式得
|2�+2|

�2+1
= 2，即 4�2 + 8� + 4 = 4�2 + 4，解得� = 0.

12．

【答案】−2； 9（答案不唯一，可以填[8,10]中任意一个实数）

【思路导引】

第一空：根据等差数列前�项和公式及已知条件求得公差�；第二空：根据�� ≤ �5恒成立，

推断出数列{��}的前 5项均非负、第 6项非正，即�5 ≥ 0且�6 ≤ 0，代入公差�，解出�1的

取值范围，任取一个符合范围的值即可

【解析】由已知可得�6 = 6(�1+�6)
2

= 3�1 + 3�6，代入�6 = 6�6 + 30，得 3�1 + 3�6 = 6�6 +

30，化简得�1 − �6 = 10.

又{��}为等差数列，所以�6 = �1 + 5�，两式联立，解得� =− 2(另解：由等差数列前�项和

公式得�6 = 6�1 + 15� = 6(�1 + 5�) − 15�，所以�6 = 6�6 + 30 = 6�6 − 15�，从而解得

� =− 2).

若∀� ∈ �∗,�� ≤ �5恒成立，则数列{��}的前�项和在� = 5 时取得最大值，结合

� =− 2 < 0，可知必须满足�5 ≥ 0 且�6 ≤ 0,

即
�1 + 4� ≥ 0,
�1 + 5� ≤ 0,解得 8 ≤ �1 ≤ 10,即�1的取值范围是[8,10].

所以符合条件的�1的一个取值可以填[8,10]中任意一个实数.

13．

【答案】[700,4 900]

【思路导引】

将不等式两端的常数化为同底数的对数形式→ 利用对数函数（底数为 10）的单调性，直接

去掉对数符号建立代数不等式→ 解不等式求出�的范围
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【解析】由已知可得，lg 2 ≤ lg(1 + �
700

) ≤ 3lg 2，又 3lg 2 = lg 23 = lg 8，所以 lg 2 ≤

lg(1 + �
700

) ≤ lg 8.

因为函数� = lg �在定义域上单调递增，所以可以直接去掉对数符号，不等号方向不变，即

2 ≤ 1 + �
700

≤ 8，解得 700 ≤ � ≤ 4 900，所以�的取值范围是[700,4 900].

14．

【答案】2 7 + 15 + 3； 2 3
3

【思路导引】

第一空：利用勾股定理和三角形面积公式分别求出该三棱锥四个面的面积→ 求出三棱锥

� − ���的表面积；第二空：点�到其他三个顶点的距离相等→ 顶点�在底面的投影为

△ ���的外心→ 利用三角形面积公式求出底面外接圆半径→ 利用勾股定理求出三棱锥� −

���的高→ 求出三棱锥� − ���的体积

【解析】

已知在△ ���中，�� = 2，�� = 2，�� = 2 3，取��的中点�，连接��，��.因为

�� = ��，所以�� ⊥ ��，�� = �� = 3，所以

�� = ��2 − ��2 = 22 − ( 3)2 = 1，所以△ ���的面积�△��� = 1
2

× �� × �� = 1
2

×

2 3 × 1 = 3.因为�� = �� = 2 2,�为��的中点，所以�� ⊥ ��,所以�� =

��2 − ��2 = 5，所以△ ���的面积�△��� = 1
2

⋅ �� ⋅ �� = 15.取��的中点�，连接��,

则�� ⊥ ��，所以�� = ��2 − ��2 = 7.所以△ ���的面积�△��� = 1
2

⋅ �� ⋅ �� = 7，易

知△ ��� ≌△ ���,所以�△��� = �△��� = 7，故三棱锥� − ���的表面积为�△��� +

�△��� + �△��� + �△��� = 2 7 + 15 + 3.

因为侧棱�� = �� = �� = 2 2，所以顶点�在底面���上的投影�是△ ���的外接圆的圆

心.

设△ ���的外接圆的半径为�，由三角形面积拓展公式� = ���
4�

(�, �, �为三角形的三边长)可

得� = ��⋅��⋅��
4�△���

= 2×2×2 3
4 3

= 2(另解：由前面的计算可知∠��� = 30∘ ，所以由正弦定理可得

� = ��
2sin∠���

= 2).
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易知顶点�在底面���的投影�必在直线��上，在 Rt △ ���中，�� = 2 2，

�� = � = 2，则三棱锥的高ℎ = �� = ��2 − ��2 = (2 2)2 − 22 = 8 − 4 = 2,所以三棱

锥� − ���的体积� = 1
3

⋅ �△��� ⋅ ℎ = 1
3

× 3 × 2 = 2 3
3
.

15．

【答案】①②③④

【解析】设�(�) = �2 − cos � − �2,定义域为�，

则�( − �) = ( − �)2 − cos( − �) − �2 = �2 − cos � − �2 = �(�),所以�(�)为偶函数，图像关

于�轴对称.

�′(�) = 2� + sin �,当� > 0 时，�′(�) > 0 恒成立，所以�(�)在(0, + ∞)上单调递增，又

�(�)为偶函数，所以�(�)在( − ∞, 0)上单调递减，则�(0) =− 1 − �2是�(�)的极小值，也是

最小值.

又� →+ ∞ 时，�(�) →+ ∞ (提示：根据� = cos �的有界性，当� →+ ∞ 时，�(�)图像的变

化趋势近似于� = �2图像的变化趋势),所以�(�)的大致图像如图①所示，所以�(�)的大致图

像如图②所示.

图① 图②

对于①，结合�(�)的图像，因为−1 和 1关于原点对称，所以�(�)在(−1,1]上一定有最大值

和最小值，故①正确；

对于②，当� = 0 时，�(�)的极大值是 1，结合图像可知�(�) = 1 有 3个解，故②正确;

对于③，当� = 1 时，�(�) = |�2 − cos � − 1|,�(�) = �2 − cos � − 1,由前面的分析知�(�)在

(1,2]上单调递增，且�(1) =− cos 1 ∈ ( − 1,0),�(2) = 3 − cos 2 > 3,所以�(1) = |�(1)| <

�(2) = |�(2)|，所以当� = 1,� ∈ (1,2]时，�(�)的大致图像如图③所示，则�(�)有最大值，

且在� = 2 处取得，故③正确；

图③

对于④，因为�(�)的极大值是�2 + 1,又� > 0，则�2 + 1 > �恒成立，
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所以结合图像可知�(�)的图像与直线� = �有 4个交点，故④正确.

综上，正确结论的序号是①②③④.

【一题多解】

对于①，�(�)的定义域为�,�( − �) = |( − �)2 − cos( − �) − �2| = |�2 − cos � − �2| = �(�),

所以�(�)是偶函数，

则�(�)在[ − 1,0]和[0,1]上的图像关于�轴对称.

当� ∈ [0,1]时，�(�)在闭区间内必有最小值和最大值，

又因为�(�)是偶函数，所以即使�(�)在开区间( − 1,0)内没有最值，在(−1,1]内也一定有最

小值和最大值，故①正确.

对于②，当� = 0时，令�(�) = |�2 − cos �| = 1，即�2 − cos � = 1或�2 − cos � =− 1,即

�2 − 1 = cos �或�2 + 1 = cos �,令�1 = �2 − 1,�2 = �2 + 1,�3 = cos �,�1,�2,�3均为偶函数.

当� = 0时，�1 =− 1,�2 = 1,�3 = 1;当� = 1时，�1 = 0,�3 = cos 1 > 0;当� = π
2
时，

�1 > 0,�3 = 0.

画出�1与�3,�2与�3的大致图像如图①、图②所示，可知�1与�3的图像有 2个交点，�2与�3

的图像有 1个交点，

图① 图②

即�2 − 1 = cos �有 2个解，�2 + 1 = cos �有 1个解，故�(�) = |�2 − cos �| = 1共有 3个

解，故②正确.

对于③,当� = 1时，�(�) = |�2 − cos � − 1|,令�(�) = �2 − cos � − 1,�′(�) = 2� + sin �,当

� ∈ (1,2]时，�′(�) > 0,�(�)单调递增,

�(1) = 1 − cos 1 − 1 =− cos 1 < 0,�(2) = 22 − cos 2 − 1 = 3 − cos 2 > 0,

故存在�0 ∈ (1,2)，使得�(�0) = �0
2 − cos �0 − 1 = 0，由此可得�(�)在(1,2]上的大致图像如

图③所示，又�(�) = |�(�)|，�(1) = |�(1)| = cos 1 < cos 0 = 1,�(2) = |�(2)| = 3 −

cos 2 > 3 − cos π
2

= 3,故�(1) < �(2),�(�)在(1,2]上的大致图像如图④所示，由图易得�(�)

有最大值�(2)，故③正确.
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图③

图④

对于④,当� > 0时，�(�) = |�2 − cos � − �2|的图像与直线� = �的交点个数，即|�2 −

cos � − �2| = �的解的个数，即�2 − cos � − �2 = �和�2 − cos � − �2 =− �的不同解的个数和.

令ℎ(�) = �2 − cos �,则ℎ′(�) = 2� + sin �,当� ∈ (0, + ∞)时，ℎ′(�) > 0，ℎ(�)单调递增，

ℎ(0) = 0 − cos 0 =− 1,当� →+ ∞ 时，ℎ(�) →+ ∞ .当� > 0时，�4 = �2 + �恒大于 0,�5 =

�2 − �恒大于− 1
4
，且�2 + �恒大于�2 − �.

易知ℎ(�)为偶函数，故ℎ(�) = �2 − cos �,�4 = � + �2,�5 = �2 − �的大致图像如图⑤所示.

图⑤

由图可知，ℎ(�)的图像与直线�4 = �2 + �和�5 = �2 − �各有 2个交点，且它们的横坐标各

不相同，故�(�)的图像与直线� = �共有 4个交点，故④正确.

16．

【答案】

（1） 第一步：将解析式化为� = �sin(�� + �)的形式

由题可得�(�) = 2(sin ��cos � + cos ��sin �) = 2sin(�� + �).

1分
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第二步：根据最小正周期求� 的值

因为�(�)的最小正周期为π ,� > 0,所以
2π
�

= π ，解得� = 2.

3分

第三步：求� 的值

又�( π
4

) = 2sin(2 × π
4

+ �) = 1,所以 cos � = 1
2
,

又因为|�| < π
2
,且�(0) = 2sin � > 0,所以� = π

3
.6分

（2） 第一步：将 2� + π
3
看作整体，由正弦函数的单调递减区间列出不等式

由（1）得�(�) = 2sin(2� + π
3

),令π
2

+ 2�π ≤ 2� + π
3

≤ 3π
2

+ 2�π ,� ∈ �,9分

第二步：求出�的取值范围，得到�(�)的单调递减区间

解得
π
12

+ �π ≤ � ≤ 7π
12

+ �π ,� ∈ �,

所以�(�)的单调递减区间为[ π
12

+ �π, 7π
12

+ �π],� ∈ �.13分

17．

【答案】设从该校学生中随机抽取 1人，其数学成绩为�分,

（1） �(� < 120) = 40+60+60
200

= 160
200

= 4
5
,故成绩低于 120分的概率为

4
5
.2分

（2） 第一步：分别求出任取 1人数学成绩不低于 120分和低于 94分的概率

�(� ≥ 120) = 32+8
200

= 1
5
,�(� < 94) = 40

200
= 1

5
,4分

第二步：求出 4人中有 2人不低于 120分，另外 2人低于 94分的概率

设 4人中有 2人不低于 120分，另外 2人低于 94分为事件�,

则�(�) = C4
2 × ( 1

5
)2 × C2

2 × ( 1
5

)2 = 6
625

.6分

（3） 第一步：求出每组数据的频率

设第�组数据的频率为��(� = 1,2,3,4,5)，则�1 = 40
200

= 1
5
,�2 = 60

200
= 3

10
,�3 = 60

200
= 3

10
,�4 =

32
200

= 4
25
,�5 = 8

200
= 1

25
.7分

第二步：求出每组数据左端、正中间、右端的加权平均数

�
左

= 81 × 1
5

+ 94 × 3
10

+ 107 × 3
10

+ 120 × 4
25

+ 135 × 1
25

= 101.1，

�
中

= 81+94
2

× 1
5

+ 94+107
2

× 3
10

+ 107+120
2

× 3
10

+ 120+135
2

× 4
25

+ 135+150
2

× 1
25

= 107.8，

�
右

= 94 × 1
5

+ 107 × 3
10

+ 120 × 3
10

+ 135 × 4
25

+ 150 × 1
25

= 114.5.10分

第三步：求出每组数据左端、正中间、右端的方差
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�
左

2 = 1
5

× (81 − 101.1)2 + 3
10

× (94 − 101.1)2 + 3
10

× (107 − 101.1)2 + 4
25

× (120 −

101.1)2 + 1
25

× (135 − 101.1)2 = 209.49,

�
中

2 = 1
5

× ( 81+94
2

− 107.8)2 + 3
10

× ( 94+107
2

− 107.8)2 + 3
10

× ( 107+120
2

− 107.8)2 + 4
25

×

( 120+135
2

− 107.8)2 + 1
25

× ( 135+150
2

− 107.8)2 = 218.41,

�
右

2 = 1
5

× (94 − 114.5)2 + 3
10

× (107 − 114.5)2 + 3
10

× (120 − 114.5)2 + 4
25

× (135 −

114.5)2 + 1
25

× (150 − 114.5)2 = 227.65.12分

第四步：比较大小，得出结论

所以�
左

2 < �
中

2 < �
右

2.13分

【快解】

题中数据为不等距分组，对于不等距分组的数据，当用区间最低分代表数据时，较长区间

高分侧的数值被向下压缩更明显，从而缩小了整体的极差与方差；当用区间最高分代表数

据时，较长区间低分侧的数值被向上拉伸更明显，从而扩大了整体极差与方差.故从左端到

中间再到右端方差逐渐增大，即�
左
2 < �

中
2 < �

右
2 .13分

18．

【答案】

（1） 【证明】第一步：作辅助线,证明四边形���1�是平行四边形

如图①，取��的中点�,连接��,�1�，因为�,�分别为��,��的中点，

所以��//��,�� = 1
2

�� = 1.2分

因为�为�1�1的中点，且�1�1

//

��,所以�1�//��,�1� = 1
2

�� = 1，所以��
//

�1�,

所以四边形���1�是平行四边形，4分

第二步：利用线面平行的判定定理证明

所以��//�1�.又�1� ⊂ 平面��1�1�,�� ⊄ 平面��1�1�,

所以��//平面��1�1�.6分

图①

（2） 第一步：建立空间直角坐标系

由题意得，��,��,��1两两垂直,以�为坐标原点，以��,��,��1所在直线分别为�,�,�轴，建

立空间直角坐标系（如图①）.7分
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第二步：写出相关点的坐标

取�1�1的中点�，连接��，

则��//�1�1,即点�在线段��上，则可设�(1 − �, �, 2)，

易知�(0,0,0),�(0,1,0),�(1,0, 2).8分

若选条件①：第三步：由�� = ��结合点�,�,�的坐标，确定点�的坐标，并写出相关向量

的坐标

由�� = ��,得 (1−�)2 +�2 +( 2)2 = (1−�)2 +(�−1)2 +( 2)2,

解得� = 1
2
，则�( 1

2
, 1
2

, 2)，

所以������� = ( − 1
2

, 1
2

, − 2), ������� = ( − 1
2

, − 1
2

, − 2), ������� = (1, − 1, 2).9分

第四步：分别求出平面���和平面���的法向量

设平面���的法向量为�1 = (�1, �1, �1),

则
��
→

⋅ �1 = 0,

��
→

⋅ �1 = 0,
得

− 1
2

�1 + 1
2

�1 − 2�1 = 0,

− 1
2

�1 − 1
2

�1 − 2�1 = 0,
即

�1 = 0,
�1 =− 2 2�1,

令�1 = 1,得�1 =− 2 2,则�1 = ( − 2 2, 0,1).10分

设平面���的法向量为�2 = (�2, �2, �2),

则
��
→

⋅ �2 = 0,

��
→

⋅ �2 = 0,
得

− 1
2

�2 + 1
2

�2 − 2�2 = 0,

�2 − �2 + 2�2 = 0,
即

�2 = 0,
�2 = �2,

令�2 = 1,得�2 = 1,则�2 = (1,1,0).11分

第五步：求出平面���与平面���夹角的余弦值

所以 cos⟨�1, �2⟩ = �1⋅�2
|�1||�2|

= −2 2
3× 2

=− 2
3
，13分

故平面���与平面���的夹角的余弦值为
2
3
.14分

若选条件②：第三步：由�� ⊥ ��确定点�的坐标

易知������� = (� − 1, − �, − 2),�(2,0,0),�(0,2,0),则������� = ( − 2,2,0),

因为�� ⊥ ��,所以������� ⋅ ������� = 0,

即−2� − 2� + 2 = 0,解得� = 1
2
,则�( 1

2
, 1
2

, 2).9分

下同选条件①.14分

若选条件③：连接��，则平面���即为平面���,

因为��//��1,�� ⊂ 平面���,��1 ⊄ 平面���,

所以��1//平面���,即��1//平面���一定成立，此时点�的位置不唯一，不符合题意（选

条件③不计分）.

【一题多解】

第一步：作辅助线，证明�1�//�1�,��1//��
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如图②,取��的中点�1,连接�1�,�1�,因为�1,�分别为��,��的中点，所以�1�//��.因为

�,�1分别为�1�1,��的中点，所以�1�//�1�.2分

第二步：利用线面平行的判定定理证明�1�//平面��1�1�,�1�//平面��1�1�

因为�1�//��,�1� ⊄ 平面��1�1�,�� ⊂ 平面��1�1�,

所以�1�//平面��1�1�.

同理可得�1�//平面��1�1�.4分

第三步：利用面面平行的判定定理证明平面���1//平面��1�1�,从而证明��//平面

��1�1�

又因为�1� ∩ �1� = �1,�1�,�1� ⊂ 平面���1,

所以平面���1//平面��1�1�,

因为�� ⊂ 平面���1,所以��//平面��1�1�.6分

图②

19．

【答案】

（1） 第一步：根据椭圆顶点坐标和离心率求�,�

由题意知，� = 2,�
�

= 1
2
,则� = 1,3分

第二步：根据�2 = �2 + �2求得�2,进而求得�的方程

又�2 = �2 + �2,

所以 4 = �2 + 1,则�2 = 3,所以椭圆�的方程为
�2

4
+ �2

3
= 1.5分

（2） 第一步：写出直线��的方程，与椭圆方程联立，求得�1 + �2,�1�2

由题意知，过点�(1,1)且斜率为�(� ≠± 1)的直线��的方程为� − 1 = �(� − 1),设

�(�1, �1),�(�2, �2),则�(�1, �1),

联立
� − 1 = �(� − 1),
�2

4
+ �2

3
= 1,

整理得(3 + 4�2)�2 + (8� − 8�2)� + 4�2 − 8� − 8 = 0,易知

Δ > 0,�1 + �2 = 8�2−8�
3+4�2 ,�1�2 = 4�2−8�−8

3+4�2 .7分

第二步：根据△ ���与△ ���的面积关系求得�的值

连接��,因为�与�关于直线� = �对称，且�,�均在直线� = �上，所以�△��� = �△���,
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所以|�△��� − �△���| = |�△��� − �△���| = �△��� = 5
8
.

又|��| = 1 + �2 ⋅ |�2 − 1|,点�到直线��的距离� = |��1−�−�1+1|

1+�2
,10分

所以�△��� = 1
2

|��| ⋅ � = 1
2

1 + �2 ⋅ |�2 − 1| ⋅ |��1−�−�1+1|

1+�2
= 5

8
,

则|�2 − 1| ⋅ |�2(�1 − 1) + � − � − �1 + 1|

= |(�2 − 1)(�1 − 1)(�2 − 1)|

= |(�2 − 1)[�1�2 − (�1 + �2) + 1]|

= |(�2 − 1)( 4�2−8�−8
3+4�2 − 8�2−8�

3+4�2 + 1)| = 5
4
,13分

解得� =± 2
4
.15分

20．

【答案】

（1） 第一步：由切线方程求� ′( − 1)

根据所给切线方程可知,� ′( − 1) =− 4
e2.1分

第二步：对�(�)求导，用�,�表示� ′( − 1)

因为�(�) = �2 + �� − 4e��−1，所以� ′(�) = 2� + � − 4� ⋅ e��−1,可得� ′( − 1) =− 2 + � −

4�e−�−1,2分

第三步：求出�,�的值

所以−2 + � − 4�e−�−1 =− 4
e2,

则
−2 + � = 0,
4� = 4,
−� − 1 =− 2,

解得
� = 2,
� = 1. 3分

（2） 第一步：写出�(�)及� ′(�)

由（1）可知,�(�) = �2 + 2� − 4e�−1,� ′(�) = 2� + 2 − 4e�−1.4分

第二步：分析� ′(�)的零点
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令�1(�) = 2� + 2,�2(�) = 4e�−1,在同一平面直角坐标系中分别作出� = �1(�),� = �2(�)的

图像，如图所示（关键：将导函数的零点问题转化为两个函数图像的交点问题）.

由� ′( − 1) =− 4
e2 < 0,� ′(0) = 2 − 4

e
> 0,� ′(1) = 0,� ′(2) = 6 − 4e < 0,结合图像可知� =

�1(�)的图像与� = �2(�)的图像有 2个交点，设其横坐标分别为�,�(� < �),则

� ∈ ( − 1,0),� = 1.6分

第三步：分别讨论当� →− ∞ 和� →+ ∞ 时� ′(�)的情况,并讨论�(�)的单调性

当� →− ∞ 时，2� + 2 →− ∞ ,4e�−1 → 0+,此时� ′(�) →− ∞ ;

当� →+ ∞ 时，2� + 2 →+ ∞ ,4e�−1 →+ ∞ ,而� = 4e�−1的增长速度大于� = 2� + 2 的增长

速度,故� ′(�) →− ∞ .

当� ∈ ( − ∞, �)时,� ′(�) < 0,�(�)单调递减;

当� ∈ (�, 1)时,� ′(�) > 0,�(�)单调递增;

当� ∈ (1, + ∞)时,� ′(�) < 0,�(�)单调递减. 7分

第四步：判断�(�)的极值点个数

所以�(�)在� = �处取得极小值,在� = 1 处取得极大值,故�(�)的极值点个数为 2.8分

（3） 第一步：构造函数并求导

令�(�) = �(�) − �� + 1 = �2 + (2 − �)� − 4e�−1 + 1,则�′(�) = 2� + 2 − � − 4e�−1,直线

� = �� − 1(� > 0)与曲线� = �(�)的交点个数即为�(�)的零点个数.

第二步：进一步构造函数，将�′(�)与 0的大小关系问题转化为两个更简单的函数图像的相

交情况问题

令ℎ1(�) = 2� + 2 − �,ℎ2(�) = 4e�−1.由（2）可知,� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像的交

点个数可以是 0,1或 2(提示：（2）对应� = 0的特殊情况，上、下移动� = �1(�)的图像，

即可知� = ℎ1(�)与� = ℎ2(�)图像的交点个数).9分

第三步：求出当� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像恰有 1个交点时�的取值

当� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像恰有 1个交点时,直线� = ℎ1(�)为曲线� = ℎ2(�)的切

线,此时切点的横坐标�满足ℎ′2(�) = 2,即 4e�−1 = 2,解得� = 1 − ln 2，代入ℎ2(�),得ℎ2(1 −

ln 2) = 4e1−ln 2−1 = 2,所以ℎ1(�)与ℎ2(�)图像的切点坐标为(1 − ln 2,2)，将其代入ℎ1(�)，得

ℎ1(1 − ln 2) = 2(1 − ln 2) + 2 − � = 2，故� = 2 − 2ln 2.10分

第四步：根据�与 2 − 2ln 2的大小关系分类讨论



15/18

(i)当� ∈ (2 − 2ln 2, + ∞)时,如图①直线�，易知� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像没有交

点,�′(�) = 2� + 2 − � − 4e�−1 = ℎ1(�) − ℎ2(�) < 0,所以�(�)单调递减，当� →− ∞

时,�(�) →+ ∞ .又�(0) = 1 − 4
e

< 0，故存在唯一的�1 ∈ ( − ∞, 0),使得�(�1) = 0.此时直线

� = �� − 1(� > 0)与曲线� = �(�)的交点个数为 1.11分

图①

(ii)当� = 2 − 2ln 2 时,如图①直线�，� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像仅有 1个交

点,�′(�) = 2� + 2 − � − 4e�−1 = ℎ1(�) − ℎ2(�) ≤ 0,当且仅当� = 1 − ln 2 时等号成立.

所以当� ∈ �时,�′(�) ≤ 0,�(�)单调递减.

又当� →− ∞ 时，�(�) →+ ∞ ,�(0) =− 4
e

+ 1 < 0,同理，函数�(�)有 1个零点.此时直线

� = �� − 1(� > 0)与曲线� = �(�)的交点个数为 1.12分

(iii)当� ∈ (0,2 − 2ln 2)时,如图①直线�,� = ℎ1(�)的图像与� = ℎ2(�)的图像有 2个交点，设

这 2个交点的横坐标分别为�2,�3(�2 < �3).由（2）可知,�2,�3还进一步满足−1 < � < �2 <

1 − ln 2 < �3 < 1.

当� ∈ ( − ∞, �2)时,�′(�) < 0,�(�)单调递减;

当� ∈ (�2, �3)时,�′(�) > 0,�(�)单调递增;

当� ∈ (�3, + ∞)时,�′(�) < 0,�(�)单调递减.

故�(�)在� = �2处取得极小值,在� = �3处取得极大值.

又�(1 − ln 2) = (1 − ln 2)2 + (2 − �)(1 − ln 2) − 1 > (1 − ln 2)2 + (1 − ln 2) ⋅ 2ln 2 − 1 =

− (ln 2)2 < 0,所以�(�2) < 0，由�′(�3) = 0 可得 2�3 + 2 − � − 4e�3−1 = 0，解得� = 2�3 +

2 − 4e�3−1，则�(�3) = �3
2 + (2 − �)�3 − 4e�3−1 + 1 = �3

2 + ( − 2�3 + 4e�3−1) ⋅ �3 −

4e�3−1 + 1 =− �3
2 + 4e�3−1(�3 − 1) + 1 = (�3 − 1)(4e�3−1 − �3 − 1)，因为 1 − ln 2 < �3 <

1,

所以�3 − 1 < 0.令�(�) = 4e�−1 − � − 1,� > 0,则�′(�) = 4e�−1 − 1,又� > 0,所以�′(�) > 4
e

−

1 > 0,所以�(�)在(0, + ∞)单调递增，则�(�3) > �(1 − ln 2) = ln 2 > 0,所以�(�3) < 0,当

� →− ∞ 时,�(�) →+ ∞ ,故�(�)的大致图像如图②所示，故函数�(�)有 1个零点,
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图②

此时直线� = �� − 1(� > 0)与曲线� = �(�)的交点个数为 1.14分

第五步：得出结论

综上所述，当� > 0 时，直线� = �� − 1(� > 0)与曲线� = �(�)的交点个数为 1.15分

21．

【答案】

理解||� − �| − |� − �|| = 2及��� + ��� + ��� + ��� = 0的含义

||� − �| − |� − �|| = 2 表示行数差值绝对值减去列数差值绝对值的绝对值为 2，如在数阵

�11�12�13�14
�21�22�23�24
�31�32�33�34
�41�42�43�44

中，令� = 4,� = 1,� = 2,� = 1，�11,�12,�41,�42四个数对应矩形的四个角，

�42 + �41 + �12 + �11 = 0，

�11 �12

�21 �22

�31 �32

�41 �42

同理，若� = 2,� = 1,� = 4,� = 1，可得�24,�21,�14,�11四个数也对应矩形的四个角，�24 +

�21 + �14 + �11 = 0.

�11 �12 �13 �14

�21 �22 �23 �24

所以�，�，�，�对应此数阵中长为 4，宽为 2的矩形，且矩形四个角处的数字是 2个 1和 2

个−1.

（1） 判断�1,�2是否具有性质�

对于�1 = 11 − 11
−11 − 11 ，四个角数字之和为 1 + 1 + ( − 1) + 1 = 2 ≠ 0，所以�1不具有性质

�.1分

对于�2 =
11 − 1 − 1
1 − 11 − 1
−11 − 11

，前两行组成的矩形四个角数字之和为 1 + 1 − 1 − 1 = 0，后两行

组成的矩形四个角数字之和为 1 − 1 − 1 + 1 = 0，所以�2具有性质�.3分
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（2） 分析具有性质�的 5 × 4数阵中的项的性质，得出结果

令|� − �| = 3,|� − �| = 1，则相邻 4行相邻 2列对应的矩形，都满足四个角数字之和为 0.4

分

故取第 1行到第 4行，第 1列到第 2列，对应矩形四个角数字之和为�11 + �12 + �41 +

�42 = 0；取第 1行到第 4行，第 3列到第 4列，对应矩形四个角数字之和为�13 + �14 +

�43 + �44 = 0.同理可得�21 + �22 + �51 + �52 = 0，�23 + �24 + �53 + �54 = 0.6分

故�11 + �12 + �13 + �14 + �41 + �42 + �43 + �44 = 0，�21 + �22 + �23 + �24 + �51 + �52 +

�53 + �54 = 0（提示：第 1,2,4,5行数字之和为 0），故第 1,2,4,5行有 8个 1及 8个−1，经

检验，第 3行可以均为 1，故 1的个数最多是 12.9分

（3） 【证明】第一步：定义新运算，并证明该运算满足交换律与结合律

定义新运算：� = (�1, �2, ⋯, ��)，其中�� =± 1，当�1,�2,⋯ ,��中有奇数个−1 时，其运算结

果为−1，有偶数个−1 时，运算结果为 1.

这个运算满足交换律（提示：虽然顺序换了，但是不影响其中−1的个数）.

(下面证明结合律：(�1, �2, ⋯, ��, (�1, ⋯, ��)) = (�1, �2, ⋯, ��, �1, ⋯, ��))

若(�1, ⋯, ��) = 1，即�1,⋯ ,��中有偶数个−1，则�1,�2,⋯ ,��,�1,⋯ ,��与�1,�2,⋯ ,��中的−1

的个数之差为偶数，则�1,�2，⋯ ,��,�1,⋯ ,��与在�1，�2，⋯ ，��后添加一个 1后−1 的个

数的奇偶关系相同，故计算结果相等.

若(�1, ⋯, ��) =− 1，即�1,⋯ ,��中有奇数个−1，则�1,�2,⋯ ,��,�1,⋯ ,��与�1,�2,⋯ ,��中的

−1 的个数的奇偶关系相反，则�1,�2，⋯ ,��,�1,⋯ ,��与在�1，�2，⋯ ，��后添加一个−1

后−1 的个数的奇偶关系相同，故计算结果不变.10分

第二步：证明第 1行与第 1列中的项满足要求

对于数阵

�11�12�13�14�15�16
�21�22�23�24�25�26
�31�32�33�34�35�36
�41�42�43�44�45�46
�51�52�53�54�55�56
�61�62�63�64�65�66

，因为�11 = 1，所以∀�，� ∈ {1,2,3,4,5,6}，�1� = �11 ⋅ �1�，

��1 = ��1 ⋅ �11.

第三步：证明�24,�35,�46,�42,�53,�64满足要求

�24 = (�21, �11, �14) = (�21, �14, 1) = (�21, �14)，运算�满足� = (�, �) = ��，�,� ∈ {1, − 1}，

因此�24 = �21�14.同理可得�35,�46,�42,�53,�64满足要求.

第四步：证明�34满足要求,同理得第 4列以及第 4行中的项满足要求

根据交换律及结合律，

�34 = (�21, �24, �31) = (�21, �31, (�11, �14, �21)) = (�21, �21, �31, �11, �14) =
((�21, �21), �31, �11, �14) = (1, �31, �11, �14) = (�31, �11, �14) = (�31, �14)，因此�34满足要求.

同理可得第 4列全部满足要求，第 4行也全部满足要求.12分
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第五步：类似地，证明其余项满足要求

同上可得，�25 = (�45, �41, �21) = (�21, �15)，因此�25满足要求.同理可得，�55,�65也满足要

求，即第 5列全部满足要求，同理，第 5行也全部满足要求.13分

�22 = (�25, �12, �15) = (�21, �12)，�23 = (�53, �54, �24) = (�21, �13)，�26 = (�25, �55, �56) =

(�21, �16)，�32 = (�22, �25, �35) = (�31, �12),同理，第 2行与第 2列全部满足要求.14分

�36 = (�32, �12, �16) = (�31, �16)，同理，�63满足要求.�33 = (�36, �26, �23) = (�31, �13)，

�66 = (�36, �35, �65) = (�61, �16)，故所有数值均满足要求.得证.15分

一题多解

（3）第一步：分析性质�，构造特征量，并将问题进行转化

由于数阵�具有性质�，则��� + ��� + ��� + ��� = 0，即其中有 2个 1，2个−1，故������ =

������.

令特征量��(�, �) = ������，�,� ∈ {1,2,3,4,5,6}，若数阵�具有性质�，则当两列间距Δ� = |� −

�|固定时，若两行间距Δ� = |� − �| = Δ� ± 2，则这两行的特征量相等，即��(�, �) =

��(�, �).10分

要证明��� = ��1�1�，只需证明�����1 = �11�1�,即��(1, �) = �1(1, �)对所有�,�均成立，即证明

对于任意列�，特征量��(1, �)都不随行数�变化.11分

第二步：分类讨论进行证明

①当� = 4时，Δ� = |4 − 1| = 3.由条件知当Δ� ∈ {1,5}时，特征量相等,即�1(1,4) =

�2(1,4) = �3(1,4) = �4(1,4) = �5(1,4) = �6(1,4)，即当� = 4时，特征量��(1,4)不随行数�

变化.

②当� = 5时，Δ� = 4，则Δ� = 2，故只能得到奇数行、偶数行特征量分别相等，即

�1(1,5) = �3(1,5) = �5(1,5)，以及�2(1,5) = �4(1,5) = �6(1,5). ��(1,5) = ��1��5 =

(��1��4) ⋅ (��4��5) = ��(1,4) ⋅ ��(4,5)（提示：��4
2 = 1）,且��(1,4)不随行数�变化.又��(4,5)对

应Δ� = 1，在Δ� = 3时相等，即�1(4,5) = �4(4,5), �2(4,5) = �5(4,5), �3(4,5) = �6(4,5).故

��(1,5)不随行数�变化.

③当� = 2时，��(1,2) = ��(1,5) ⋅ ��(2,5)，其中��(1,5)不随行数�变化，而��(2,5)对应Δ� =

3，与①同理知也不随行数�变化，故��(1,2)不随行数�变化.13分

④当� = 3时，��(1,3) = ��(1,2) ⋅ ��(2,3)，与②同理，即列距为 2推出

�1(1,3) = �5(1,3),�2(1,3) = �6(1,3)，结合��(2,3)在Δ� = 3时分别相等，可得��(1,3)不随

行数�变化.

⑤当� = 6时，��(1,6) = ��(1,3) ⋅ ��(3,6).由于��(1,3)及��(3,6)不随行数�变化（提示：Δ� =

3,同①），故��(1,6)不随行数�变化.

⑥当� = 1时，��(1, �) = ��1
2 = 1 = �11

2 = �1(1, �).

综上，对于任意的� ∈ {1,2,3,4,5,6}，特征量��(1, �)均不随行数�变化，得证.15分
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